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Резюме 

Цель исследования. Разработка методики исследования износа резьбы бурильных труб при многократ-
ном свинчивании и выдержке под нагрузкой. 
Методы. Для исследований используется стенд ИРС-1, который представляет собой устройство для 
создания крутящего момента до 80 кНхм и передачи его на свинчиваемую трубу. Стенд оснащен датчиком 
момента свинчивания и системой управления, реализующей свинчивание до достижения заданного момента 
затяжки или периодическое приложение момента к свинченной резьбовой паре. Методика испытаний с 
использованием стенда ИРС-1 представляет собой следующую последователь-ность действий: перед 
началом испытаний удаляются резьбовые протекторы; резьбы на ниппеле и втулке очищаются от 
консервационной смазки и следов коррозии сухим протиранием и последующим обезжириванием; резьба на 
ниппеле обмеряется согласно карте замеров с помощью калибра. Калибр изготовлен на основе отпечат-ка 
резьбовой поверхности и представляет собой пластинку с вырезами в форме поперечного сечения четырех 
ниток резьбы. Зазор между калибром и резьбой измеряется с помощью набора щупов: от 0,01 до 0,09 мм – с 
шагом 0,01 мм, свыше 0,1 мм до 0,45 мм – с шагом 0,05 мм, свыше 0,5 мм до 1 мм – с шагом 0,1 мм. 
Результаты. Спроектирован и создан новый триботехнический стенд модели ИРС-1, позволяющий реали-
зовывать различные методики исследования износа резьбы бурильных труб при многократном свинчивании 
и выдержке под нагрузкой. Важной особенностью спроектированного стенда является его оснащение дат-
чиком момента свинчивания и системой управления, реализующей свинчивание до достижения заданного 
момента затяжки или периодическое приложение момента к свинченной резьбовой паре. Максимальный 
крутящий момент, создаваемый стендом, составляет 80 кНм. Разработана частная методика, включа-
ющая в себя требования стандарта API 7G-2 и показавшая свою эффективность при исследовании износа 
 

_______________________ 
 Яхимович В. А., Бреки А. Д., Альхименко А. А., Куракин М. К., Ляшенко Д. В., Агеев Е. В., Кутепов С. Н.,  
    Гвоздев А. Е., 2020 
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резьбы стальных бурильных труб. Для реализации методики разработан специальный калибр, изготов-
ленный на основе отпечатка резьбовой поверхности и представляющий собой пластинку с вырезами в 
форме поперечного сечения четырех ниток резьбы. В границах методики разработана карта замеров с 
двумя выделенными областями измерений. Создан алгоритм свинчивания трубы с равномер-ной скоростью, 
включающий в себя три этапа. Разработан алгоритм измерений с использованием реперных меток, при 
использовании которого реализуются замеры в четырёх точках каждой выделенной области. 
Заключение. Полученные результаты могут быть использованы при создании ресурсосберегающих 
технологий обработки слитковых, порошковых и нанокомпозиционных материалов с различной дисперсно-
стью фазовых и структурных составляющих, эксплуатируемых в экстремальных условиях и состояниях. 

 
Ключевые слова: износ; бурильная труба; резьбовое соединение; свинчивание; смазочный материал; тре-
ние; буровая техника. 
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Abstract 

Purpose of reseach is to develop a methodology for studying the wear of drill pipe threads during repeated making 
up and holding under load.  
Methods. For the research, stand “IRS-1” was used. This stand is a device for creating a torque of up to 80 kNm and 
transferring it to a made-up pipe. It is equipped with a make-up torque sensor and a control system that performs  
 



Машиностроение и машиноведение / Mechanical engineering and machine science 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2020; 24(3): 8-20 

10
make-up until the specified tightening torque is achieved or periodically applies the torque to the made-up thread pair.  
The test procedure for IRS-1 stand consists of the following sequence of actions: before starting the tests, the 
threaded protectors are removed; the threads on the nipple and sleeve are cleaned of the preservative grease and 
traces of corrosion by dry wiping and subsequent degreasing; the thread on the nipple is measured according to the 
measurement chart using a gauge. The gauge is made on the basis of the threaded surface impression and is a plate 
with cutouts in the form of a cross-section of four threads. The gap between the gauge and the thread is measured 
using a set of probes from 0.01 to 0.09 mm in increments of 0.01 mm, over 0.1 mm to 0.45 mm in increments of 0.05 
mm, over 0.5 mm to 1 mm in increments of 0.1 mm.   
Results. A new tribotechnical stand of IRS-1 model was designed and created, which allows implementing various 
techniques for studying the wear of drill pipe threads during repeated making-up and holding under load. An im-
portant feature of the designed stand is a make-up torque sensor and a control system that perform make-up until the 
specified tightening torque is achieved or periodically applies the torque to the made-up threaded pair. The maximum 
torque generated by the stand is 80 kNm. A particular technique was developed. The technique includes the re-
quirements of the API 7G-2 standard and has shown its effectiveness in the study of thread wear of steel drill pipes.  
To implement the technique, a special gauge was developed on the basis of the threaded surface impression and is 
a plate with cutouts in the form of a cross-section of four threads. Within this technique, a measurement chart with 
two selected measurement areas was developed. An algorithm for making up a pipe at a uniform speed was created. 
The algorithm includes three stages. There was developed an algorithm of measurements using reference marks, 
providing measurements at four points in each selected area.  
Conclusion. The results obtained can be used to create resource-saving technologies for processing ingot, powder, 
and nanocomposite materials with different dispersion of phase and structural components that are operated under 
extreme conditions and states. 
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Введение 

В нефтепромысловом оборудова-
нии бурильные трубы существенно 
влияют на технические и экономиче-
ские показатели строительства различ-
ных скважин. В свою очередь, эффек-
тивность функционирования бурильных 
труб существенно зависит от качества и 
надежности замкового резьбового со-
единения [1]. Известно [2], что приме-

нительно к буровой технике, кониче-
ское резьбовое соединение имеет суще- 
ственные преимущества по сравнению с 
цилиндрической резьбой. Прежде всего, 
это возможность создания в сопряжении 
относительно простым способом желае-
мой напряженной посадки, а также более 
качественное центрирование свинчивае-
мых деталей и быстрота сборки. В связи 
с этим коническая резьба широко ис-
пользовалась и до настоящего времени 
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применяется в нефтепромысловой и бу-
ровой технике [2]. В процессе работы 
существенное значение играют эксплу-
атационные характеристики и герме-
тичность резьбовых соединений бу-
рильных труб [3, 4]. При многократном 
свинчивании происходит процесс тре-
ния и сопутствующий процесс изнаши-
вания резьбы, в результате чего снижа-
ется надёжность работы [5]. В связи с 
этим, возникает необходимость разра-
ботки новых перспективных материа-
лов для создания бурильных труб1 [6-8], 
с одной стороны, и методик стендовых 
испытаний резьбовых соединений на 

стойкость к износу при многократном 
свинчивании – с другой. 

Целью настоящей работы является 
разработка методики исследования из-
носа резьбы бурильных труб при мно-
гократном свинчивании и выдержке под 
нагрузкой. 

Материалы и методы 

Для исследований используется стенд 
ИРС-1, спроектированный в научно-тех-
нологическом комплексе «Новые техно-
логии и материалы» ФГАОУ ВО «СПбПУ 
Петра Великого» (рис. 1). 

 
Рис. 1. Стенд для исследования износа резьбы бурильных труб модели ИРС-1 

Fig. 1. Stand IRS-1 for the study of thread wear of drill pipes 

Испытательный стенд ИРС-1 – уст-
ройство для создания крутящего момен- 
 
 
 
 

та до 80 кН·м и передачи его на свин-
чиваемую трубу. Стенд оснащен датчи-
ком момента свинчивания и системой  
управления, реализующей свинчивание 
до достижения заданного момента за-

____________________ 
1 Иванова А.В. Повышение эксплуатационных 

характеристик трубных резьбовых конструкций, 
изготовленных из высокопрочных алюминиевых 
сплавов: автореф. дис... канд. техн. наук. Самара, 
2013.  16 c. 
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тяжки или периодическое приложение 
момента к свинченной резьбовой паре. 

Результаты и их обсуждение 

Основные результаты с использо-
ванием стенда ИРС-1 были получены в 
следующей последовательности: 

1. Перед началом испытаний уда-
ляются резьбовые протекторы. 

2. Резьбы на ниппеле и втулке очи-
щаются от консервационной смазки и 
следов коррозии сухим протиранием и 
последующим обезжириванием. 

3. Резьба на ниппеле обмеряется со-
гласно карте замеров (рис. 2) с помо-
щью калибра. 

Калибр изготовлен на основе отпе-
чатка резьбовой поверхности и представ-
ляет собой пластинку с вырезами в фор-
ме поперечного сечения четырех ниток 
резьбы. Зазор между калибром и резьбой 
измеряется с помощью набора щупов: от 

0,01 до 0,09 мм – с шагом 0,01 мм; свыше 
0,1 мм до 0,45 мм – с шагом 0,05 мм; 
свыше 0,5 мм до 1  мм –с шагом 0,1 мм. 

4. Проводится визуальный осмотр 
резьбы на наличие дефектов, забоин и 
деформации витков. 

5. Установленная на стенд труба 
вручную плавно водится в зацепление с 
муфтой и предварительно свинчивается 
на несколько оборотов резьбы на малой 
скорости (общий вид стенда с трубой 
приведен на рис. 3). 

6. Дальнейшее свинчивание произ-
водится в автоматическом режиме в со-
ответствии со следующим алгоритмом: 

– свинчивание до момента 2 кН·м 
на мощностном режиме двигателя 
100%; 

– свинчивание до момента 20 кН·м 
на режиме 30 %; 

– свинчивание до момента 49 кН·м 
на режиме 10 %. 

 
Рис. 2. Области замеров резьбы 

Fig. 2. Thread measurement areas 
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Рис. 3. Общий вид стенда ИРС-1 в процессе свинчивания трубы 

Fig. 3. General view of IRS-1 stand in the process of pipe making up 

7. Свинчивание происходит с рав-
номерной скоростью, причём, после 
свинчивания наносятся две пары меток 
на муфте и ниппеле (рис. 4). 

8. После выдержки пары при момен-
те 57 кНм в течение часа замеряется 
смещение реперных меток, а далее пара 
ниппель-муфта свинчивается до момента 
62 кНм. После последней операции вновь 
замеряется смещение реперных меток. 

9. Далее пара выдерживается в те-
чение 30 минут и развинчивается, после 
чего очищается от смазки для осмотра и 
измерений.  

10. В процессе осмотра выявляется 
наличие задиров, оценивается износ резь-

бы и степень адгезии смазочного ма-
териала. 

11. Свинчивание в соответствии с 
пунктами методики 1-10 повторяется в 
количестве, необходимом для хорошей 
статистики.  

12. После окончания пятого и деся-
того циклов производятся обмеры резь-
бы, результаты которых заносятся в 
табл. 1. Измерения проводятся в обла-
стях 1 и 2 (см. рис. 2). Всего проводится 
по три набора измерений в каждой об-
ласти, при этом в каждом наборе фик-
сируются замеры при углах 0, 90, 180 и 
270° относительно реперной метки, по-
казанной на рис.4. 
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Рис. 4. Метки, нанесенные на свинченные в первый раз трубы 

Fig. 4. Marks applied to first-time made up pipes 

 

Таблица 1. Максимальный измеренный зазор, мм 

Table 1. Maximum measured gap, mm 

Замер / 
Measuring 

Область замеров 1 /  
Measurement area 1 

Область замеров 2 /  
Measurement area 2 

0 90 180 270 0 90 180 270 

1 d1,1,1 d1,1,2 d1,1,3 d1,1,4 d2,1,1 d2,1,2 d2,1,3 d2,1,4 

2 d1,2,1 d1,2,2 d1,2,3 d1,2,4 d2,2,1 d2,2,2 d2,2,3 d2,2,4 

3 d1,3,1 d1,3,2 d1,3,3 d1,3,4 d2,3,1 d2,3,2 d2,3,3 d2,3,4 

Износ Δd1,0 Δd1,90 Δd1,180 Δd1,270 Δd2,0 Δd2,90 Δd2,180 Δd2,270 
 
Замер 1 осуществляется перед на-

чалом испытаний, замер 2 после пятого 
свинчивания, замер 3 после десятого 
свинчивания, строка 4 – износ резьбы за 
время испытаний (разница между заме-
ром 3 и замером 1). 

Полученные данные по значению 
износа сравниваются с максимально до-

пустимым его значением в соответствии  
со стандартом API 7G-2, в результате че-
го устанавливается соответствие резьбо-
вого соединения требованиям данного 
стандарта. Эти сведения в дальнейшем 
используются при проектировании изде-
лий, эксплуатируемых в экстремальных 
условиях и состояниях [10-22]. 
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Выводы 

В процессе проделанной работы 
получены следующие основные резуль-
таты: 

1. Спроектирован и создан новый 
трибологический стенд модели ИРС-1, 
позволяющий реализовывать различные 
методики исследования износа резьбы 
бурильных труб при многократном свин-
чивании и выдержке под нагрузкой. 

2. Разработана частная методика 
исследования износа резьбы бурильных 
труб при многократном свинчивании и 
выдержке под нагрузкой. 

 

3. Созданная методика показала 
свою эффективность при исследовании 
износа резьбы стальных бурильных 
труб при многократном свинчивании и 
выдержке под нагрузкой. 

4. Разработанная частная методика 
включает в себя требования стандарта 
API 7G-2. 

Полученные результаты могут быть 
использованы при создании ресурсо-
сберегающих технологий обработки 
слитковых, порошковых и нанокомпо-
зиционных материалов с различной 
дисперсностью фазовых и структурных 
составляющих, эксплуатируемых в экс-
тремальных условиях и состояниях. 
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Алгоритм преодоления ползающим роботом лестничного 
пролета путем заползания на него или сползания 
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 ул.Университетская 1, г. Иннополис 420500, Российская Федерация 

 e-mail: mila180888@yandex.ru 

Резюме 

Цель исследования. Целью работы является разработка алгоритма последовательных движений трехзвен-
ного ползающего робота, который обеспечивает возможность преодоления устройством лестничных 
пролетов путем заползания на каждую ступень или сползания с каждой ступени при обратной 
последовательности этапов. Особенностью робота является сочетание трех типов движений: змее-, черве- 
и гусеницеподобного, что делает устройство более маневренным и расширяет его функциональные 
возможности.  
Методы. Для разработки математической модели движения звеньев ползающего робота на каждом из 
этапов алгоритма и описания его контактного взаимодействия с опорной поверхностью используется 
метод динамики многомассовых систем, для формирования связей, ограничивающих движения звеньев, 
используются методы кинематического и структурного анализа механизма робота.   
Результаты. В статье представлены результаты численных экспериментов заползания робота на ступень 
лестничного пролета и сползания с нее, подтверждающие адекватность предложенного алгоритма движения. 
Положения опорных точек в моменты начала и завершения этапов,  длины звеньев, а также углы их поворота 
в вертикальной плоскости соответствуют значениям этих величин, указанным в алгоритме в виде 
накладываемых связей и сформулированных условий завершения этапов. 
Заключение. В статье описан детальный поэтапный алгоритм заползания ползающего робота на ступень 
лестничного пролета и сползания с нее, показано, что заползание и сползание являются противоположными с 
точки зрения реализации последовательности этапов операциями. Преимуществом данного алгоритма 
является универсальность его этапов для подъема робота по лестнице и спуска с нее. Помимо этого этапы 
алгоритма разработаны таким образом, что опрокидывания робота не происходит. 

 
Ключевые слова: трехзвенный ползающий робот; заползание; сползание; лестничный пролет; алгоритм; 
этап движения. 
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An Algorithm for Crawling Robot Climbing  
or Descending Stair Flights 
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Abstract 

Purpose of research. The aim of this work is to develop an algorithm for sequential movements of a three-section 
crawling robot, which enables the device overcoming flights of stairs by crawling on each step or descending each 
step in the reverse sequence of stages. A special feature of the robot is the combination of three types of movement: 
snake-, worm - and caterpillar-like, which makes the device more maneuverable and expands its functionality.  
Methods. To develop a mathematical model of the movement of crawling robot sections at each stage of the algo-
rithm and description of its contact interaction with the surface, the method of dynamics of multi-mass systems is 
used; methods of kinematic and structural analysis of the robot mechanism are used to form constraints that restrict 
the movement of the sections.  
Results. The article presents the results of simulation experiments of a robot crawling on a step of a flight of stairs 
and descending it, confirming the adequacy of the proposed movement algorithm. Positions of base points at the 
moments of the beginning and completion of the stages, section lengths and their turning angles in the vertical plane 
correspond to the values of these variables specified in the algorithm in the form of applied links and laid down condi-
tions for the completion of stages.  
Conclusion. The article describes a detailed step-by-step algorithm for robot crawling on a step of a stairs flight and 
descending it; it is shown that crawling and descending are opposite operations from the point of view of sequence of 
stages implementing. The advantage of this algorithm is the versatility of its stages for moving the robot up and 
downstairs. In addition, the algorithm stages are designed in such a way that the robot does not roll over. 
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*** 
Введение 

Задача преодоления лестничного про-
лета робототехническими устройствами 

в настоящее время является актуальной 
и не до конца решенной. Эта задача 
возникает при движении роботов внут-
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ри высотных зданий, а для ее решения 
учеными предлагаются различные по 
принципам движения робототехниче-
ские системы. Наибольшее распростра-
нение получили гусеничные роботы [1-
3], двуногие шагающие роботы [4-6], а 
также различные модификации ползаю-
щих роботов [7-14]. Следует отметить, 
что последние, как правило, представ-
ляют собой многомодульные системы, 
собранные из большого числа однотип-
ных модулей, что приводит к сложно-
стям с реализацией управления данными 
устройствами. Поэтому в данной работе 
решено остановиться на рассмотрении 
задачи преодоления одной сту-пени 
лестничного пролета трехзвенным пол-
зающим роботом, особенностью которо-
го является возможность сочетания гу-
сенице-, черве- и змееподобных движе-
ний [15]. 

Материалы и методы 

Постановка задачи исследования 

Ползающий робот представляет со-
бой трехзвенный механизм (каждое 
звено i=1-3 на рис. 1 показано в виде 
прямоугольника), звенья которого  яв-
ляются телескопическими (что обеспе-
чивается линейными приводами, не по-
казанными на рис. 1) и имеют длины 

min max[ , ]il l l , где lmin, lmax − минималь-
ное и максимальное значения длины, 
причем max min2l l . Каждые два звена 
соединены между собой двумя актив-
ными шарнирами 4 и 5, обеспечиваю-
щими повороты звеньев в двух взаимно 
перпендикулярных плоскостях на углы 
φi (шарнир 4) и θi (шарнир 5). Контакт  
 

звеньев с поверхностью может осу-
ществляться в четырех опорных точках 
O1-O4, коэффициент трения f1-4 в кото-
рых является управляемой величиной, 
что обеспечивается сменой контактных 
поверхностей, одна из которых имеет 
коэффициент трения fmin (при этом опо-
ра может скользить по поверхности), а 
другая − fmax (при нем опора неподвиж-
на) [16, 17]. Другие варианты управле-
ния силой трения в опорах описаны в 
работах [18-20]. Высота опор считается 
крайне малой. На рис. 1 зафиксирован-
ные на поверхности опоры показаны 
черными треугольниками. Вектор обоб-
щенных координат, посредством кото-
рого описывается движение робота, 
имеет вид: 

q T
1 1 1 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , , , , , , , , , , )O O Ox y z l l l      q .  (1) 

Будем рассматривать движение ро-
бота в системе координат АхPyPzP, свя-
занной с лестничными пролетом, как 
показано на рис. 1, ось АхР направлена 
на нас, точка А является крайней точкой 
преодолеваемой ступени. Пусть лест-
ничный пролет состоит из Р-го числа 
ступеней, длина (вдоль оси АхР), шири-
на (вдоль оси АуР) и высота (вдоль оси 
АzР) каждой ступени равны lP, bP, и hP 
соответственно.  

Алгоритм преодоления ступени  
лестничного пролета 

В работе предложен универсальный 
алгоритм, позволяющий роботу как за-
ползать на ступень пролета, так и спол-
зать с нее (при обратной последова-
тельности этапов), показанный на рис. 1 
в виде положений робота в моменты 
начала и завершения этапов.  
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Рис. 1. Алгоритм заползания / сползания робота  

Fig. 1. Robot climbing / descending algorithm 
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Таблица 1. Описание этапов алгоритма заползания / сползания робота 

Table 1. Description of the stages of the robot climbing / descending algorithm 

 Заползание на ступень / climbing Сползание со ступени / descending 
 Начальное / конечное положение 

( ) T
4 ( , ,0)P

O A Ax yr , 1 maxl l , 2,3 minl l , ( )
1 3 0P
  , 

( )
1 3 / 2P
    

Этап Nz=1 Ns=12 
Движе-
ние 

Поворот звена 3 в вертикальной плос-
кости против часовой стрелки и уве-

личение его длины таким образом, что 
точка О4 скользит вверх по ступени 

Поворот звена 3 в вертикальной плос-
кости по часовой стрелке и уменьше-

ние его длины таким образом, что 
точка О4 скользит вниз по ступени 

Nk 
4O Pz h  4 0Oz   

Const ( ) T
1 max( 2 ,0,0)P

O l r , 1 maxl l , 2 minl l , ( )
1,2 0P  , ( )

1 3 / 2P
    

Связи ( )
3 min 3/ cos Pl l   

q θ3 
Этап Nz=2 Ns=11 
Движе-
ние 

Повороты звеньев 2 и 3 в вертикаль-
ной плоскости против часовой стрелки 
и по ней соответственно, увеличение 
длины звена 2 и уменьшение длины 
звена 3 таким образом, что ордината 

точки О3 в системе координат ступени 
неизменна 

Повороты звеньев 2 и 3 в вертикаль-
ной плоскости по часовой стрелке и 

против нее соответственно, уменьше-
ние длины звена 2 и увеличение дли-

ны звена 3 таким образом, что ордина-
та точки О3 в системе координат сту-

пени неизменна 
Nk 

3 minl l , ( )
3 0P   2 minl l , ( )

2 0P   

Const ( ) T
2 max( ,0,0)P

O l r , 1 maxl l , ( )
1 0P  , ( )

1 3 / 2P
    

Связи ( )
2 2 mincos Pl l  , 

( )
3 3 mincos Pl l  , 

( ) ( )
2 2 3 3sin sinP P

Pl l h     

q θ2 
Этап Nz=3 Ns=10 
Движе-
ние 

Уменьшение длины звена 1 Увеличение длины звена 1 

Nk 
1 minl l  1 maxl l  

Const ( ) T
4 (0,0, )P

O Phr , 
2 2

2 min Pl l h  , 3 minl l , ( )
1,3 0P  , 

( )
2 minarctg( / )P

Ph l  , ( )
1 3 / 2P
    
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Продолжение табл. 1 / Table 1 (continuation) 

 Заползание на ступень / climbing Сползание со ступени / descending 
Связи - 

q l1 

Этап Nz=4 Ns=9 
Движе-
ние 

Увеличение длины звена 1, поворот 
звена 2 в вертикальной плоскости про-
тив часовой стрелки и уменьшение его 
длины таким образом, что положение 

точки О3 неизменно 

Уменьшение длины звена 1, поворот 
звена 2 в вертикальной плоскости по 

часовой стрелке и увеличение его 
длины таким образом, что положение 

точки О3 неизменно 
Nk 

1 maxl l  1 minl l  

Const ( ) T
1 max( 1.5 ,0,0)P

O l r , 3 minl l , ( )
1,3 0P  , ( )

1 3 / 2P
    

Связи ( )
2 2sin P

Pl h  , 
( )

1 2 2 maxcos Pl l l    

q θ2 
Этап Nz=5 Ns=8 
Движе-
ние 

Поворот звена 2 в вертикальной плос-
кости по часовой стрелке и увеличе-

ние его длины таким образом, что зве-
но 3 располагается горизонтально и 

скользит вдоль оси АуР 

Поворот звена 2 в вертикальной плос-
кости против часовой стрелки и 

уменьшение его длины таким образом, 
что звено 3 располагается горизон-

тально и скользит вдоль оси АуР 
Nk ( )

3 0P
Oy   ( )

4 0P
Oy   

Const ( ) T
2 min( ,0,0)P

O l r , 1 maxl l , 3 minl l , ( )
1,3 0P  , ( )

1 3 / 2P
    

Связи ( )
2 2sin P

Pl h   

q θ2 
Этап Nz=6 Ns=7 
Движе-
ние 

Уменьшение длины звена 1 Увеличение длины звена 1 

Const ( ) T
3 (0,0, )P

O Phr , 2 2
2 min Pl l h  , 3 minl l , ( )

1,3 0P  , 

( )
2 minarctg( / )P

Ph l  , ( )
1 3 / 2P
    

Nk 
1 minl l  1 maxl l  

Связи - 
q l1 
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Продолжение табл. 1 / Table 1 (continuation) 

Этап Nz=7 Ns=6 
 Заползание на ступень / climbing Сползание со ступени / descending 
Движе-
ние 

Увеличение длины звена 1, уменьше-
ние длины звена 2 и его поворот  

в вертикальной плоскости  
против часовой стрелки 

Уменьшение длины звена 1, увеличе-
ние длины звена 2 и его поворот  

в вертикальной плоскости  
по часовой стрелке 

Nk 
1 maxl l  1 minl l  

Const ( ) T
3 (0,0, )P

O Phr , 3 minl l , ( )
1,3 0P  , ( )

1 3 / 2P
    

Связи ( )
2 2sin P

Pl h  , 
( )

1 2 2 maxcos Pl l l    

q θ2 
Этап Nz=8 Ns=5 
Движе-
ние 

Увеличение длины звена 3,  
уменьшение длины звена 1 

Уменьшение длины звена 3,  
увеличение длины звена 1 

Nk 
1 minl l , 3 maxl l  1 maxl l , 3 minl l  

Const ( ) T
3 (0,0, )P

O Phr , 2 Pl h , ( )
1,3 0P  , ( )

2 / 2P   , ( )
1 3 / 2P
    

Связи - 
q (l1, l3)T 
Этап Nz=9 Ns=4 
Движе-
ние 

Увеличение длины звена 1, уменьше-
ние длины звена 2, поворот звеньев 1 
и 2 в вертикальной плоскости против 

часовой стрелки и по ней соответ-
ственно таким образом, что опора О2 

скользит вверх вдоль ступени 

Уменьшение длины звена 1, увеличе-
ние длины звена 2, поворот звеньев  

1 и 2 в вертикальной плоскости по ча-
совой стрелке и против нее соответ-
ственно таким образом, что опора О2 

скользит вниз вдоль ступени 
Nk 

2 minl l  1 minl l  
Const ( ) T

1 min( ,0,0)P
O l r , 3 maxl l , ( )

2 / 2P   , ( )
3 0P  , ( )

1 3 / 2P
    

Связи ( )
1 1 mincos Pl l  , ( )

1 1 2sin P
Pl l h    

q θ1 
Этап Nz=10 Ns=3 
Движе-
ние 

Увеличение длины звена 1, уменьше-
ние длины звена 3,  поворот звеньев 1 
и 2 в вертикальной плоскости против 

часовой стрелки и по ней соответ-
ственно таким образом, что опора О2 

скользит вверх вдоль ступени 

Уменьшение длины звена 1, увеличе-
ние длины звена 3,  поворот звеньев 1 
и 2 в вертикальной плоскости по часо-

вой стрелке и против нее соответ-
ственно таким образом, что опора О2 

скользит вниз вдоль ступени 
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Окончание табл. 1 / Table 1 (ending) 

 Заползание на ступень / climbing Сползание со ступени / descending 
Nk 

3 minl l  3 maxl l  

Const ( ) T
4 max( ,0, )P

O Pl hr , 2 minl l , ( )
3 0P  , ( )

1 3 / 2P
    

Связи ( )
1 1 mincos Pl l  , ( )

2 2 3 maxcos Pl l l   , ( ) ( )
1 1 2 2sin sinP P

Pl l h     

q θ1 
Этап Nz=11 Ns=2 
Движе-
ние 

Уменьшение длины звена 1 и его по-
ворот в вертикальной плоскости по 
часовой стрелке таким образом, что 

ордината точки О1 в системе коорди-
нат ступени остается неизменной 

Увеличение длины звена 1 и его пово-
рот в вертикальной плоскости против 
часовой стрелки таким образом, что 
ордината точки О1 в системе коорди-

нат ступени остается неизменной 
Nk 

1O Pz h  1 0Oz   

Const ( ) T
3 min( ,0, )P

O Pl hr , 2,3 minl l , ( )
2,3 0P  , ( )

1 3 / 2P
    

Связи ( )
1 1 mincos Pl l   

q θ1 
Этап Nz=12 Ns=1 
Движе-
ние 

Поворот звена 1 в горизонтальной 
плоскости против часовой стрелки 

Поворот звена 1 в горизонтальной 
плоскости по часовой стрелке 

Nk ( )
1 min
P

Ox l  ( )
1 0P

Ox   

Const ( ) T
2 (0,0, )P

O Phr , 1 3 minl l  , ( )
1 3 0P
  , ( )

2,3 / 2P    

Связи - 
q φ1 
 Конечное / начальное положение 

( ) T
2 ( , , )P

O A A Px y hr , 1 3 minl l  , ( )
1 3 0P
  , 

( )
1

P   , ( )
2,3 / 2P    

 

Данный алгоритм состоит из двена-
дцати этапов (Nz для заползания и Ns 
для сползания, причем Ns=12-Nz), реа-
лизуемые звеньями движения описаны 
в табл. 1, условия завершения этапов 
обозначены как Nk. На каждом из эта-
пов на движения звеньев робота нало-
жены два вида связей: одни из них 

обеспечивают постоянство той или 
иной обобщенной координаты во время 
выполнения этапа ("Сonst" в табл. 1), а 
вторые представляют собой геометри-
ческие соотношения между нескольки-
ми обобщенными координатами ("Свя-
зи" в табл. 1). Вектор обобщенных ко-
ординат с учетом наложенных связей на 
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этапах обозначен в табл. 1 как q. Причем 
при разработке алгоритма принято до-
пущение о том, что ординаты опорной 
точки, расположенной в непосредствен-
ной близости от оси АхP как перед сту-
пенью, так и непосредственно на ней, 
считаются равными. 

Разработанный алгоритм позволяет 
роботу преодолевать лестничные про-
леты со ступенями, высота и длина ко-
торых связаны с длинами звеньев робо-
та следующим образом:  

2 2
max max minPh l l  ,  

min minPh l , min maxPl l .        (2) 

Причем этапы алгоритма построе-
ны таким образом, что робот всегда со-

храняет вертикальную устойчивость, 
его опрокидывание не допускается. 

Результаты и их обсуждение 

Результаты моделирования запол-
зания робота (lmax=1) на ступень лест-
ничного пролета с высотой hP=0,7, дли-
ной lP=6lmax и шириной bP=lmax и спол-
зания с нее представлены на рис. 2 в 
виде графиков изменения координат 
опорных точек и на рис. 3 в виде зави-
симостей длин звеньев и углов их пово-
рота в вертикальной плоскости от эта-
пов движения. Значения lmax и hP, указа-
ны в безразмерных величинах.  

  
    а)       б) 

Рис. 2. Графики зависимостей: а − 
( )

1 ( / )P
O z sx N N , 

( )( / )P
Oi z sy N N , б − 

( )( / )P
Oi z sz N N  

Fig. 2. Dependency graphs: а − 
( )

1 ( / )P
O z sx N N , 

( )( / )P
Oi z sy N N , б − 

( )( / )P
Oi z sz N N  

Также на графиках показаны точки 
(черные для заползания на ступень и 
розовые для сползания с нее), соответ-
ствующие выполнению условий Nk за- 

вершения этапов движения. Рис. 2 поз-
воляет проанализировать расположение 
опорных точек в моменты начала и за-
вершения этапов, а также наглядно по- 
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казывает последовательность размеще-
ния опорных точек на ступени (О4 − О3 − 
О2 − О1) при заползании на нее и на 
плоскости АхРуР (О1 − О2 − О3 − О4) 
при сползании. 

Изменения положения точек О2-О4 
вдоль оси АхР во время всего алгоритма 
не происходит, поэтому на рис. 2, а эти 
графики не показаны для большей 
наглядности рисунка. 

  
           а)        б) 

Рис. 3. Графики зависимостей: а − ( / )i z sl N N , б − 
( )( / )P
i z sN N  

Fig. 3. Dependency graphs: а − ( / )i z sl N N , б − 
( )( / )P
i z sN N  

По графикам рис. 3,а видно, что 
длины всех звеньев лежат в диапазоне 

min max[ , ]il l l , что также свидетель-

ствует об адекватности разработанного 
алгоритма, причем 

3 2 1( 1/ 2) ( 3,6) ( 10 /11)l Nz l Nz l Nz     ,  (3) 

( ) ( ) ( )
3 2 1( 1/ 2) ( 3,6) ( 10/11)P P PNz Nz Nz      , (4) 

где 1/ 2Nz   и 10 /11Nz   соответству-
ют моментам перехода из этапа 1 в 2 и 
10 в 11. Данные равенства длин звеньев 
и углов их поворота в вертикальной 
плоскости обусловлены одинаковым 
расположением звеньев на указанных 
этапах или моментах переключения 
между ними.  

Выводы 

В работе предложен и поэтапно опи-
сан алгоритм заползания трехзвенного 
ползающего робота на ступень лестнич-
ного пролета, а также сползания устрой-
ства со ступени при выполнении обрат-
ной последовательности этапов. Алго-
ритм позволяет роботу преодолевать 
лестничные пролеты без потери верти-
кальной устойчивости и опрокидыва-
ния. Адекватность и работоспособность 
данного алгоритма подтверждена ре-
зультатами численных экспериментов.  
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Адаптивное управление нелинейным объектом типа 
конвертоплан в условиях неопределенностей  

С.Ф. Яцун 1,  О.В. Емельянова 1 , Андрес Сантьяго Мартинез Леон 1,  
Луис Мигель Москера Морочо 1 

1 Юго-Западный государственный университет 
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Резюме 

Цель исследования. В статье рассматривается задача мониторинга водных акваторий с целью контроля за 
её физико-химическим состоянием с помощью летающей лаборатории (ЛЛ), в состав которой входят лета-
тельный аппарат с навесным водозаборным оборудованием и программно-аппаратный комплекс. Особен-
ностью мониторинга открытых водоёмов являются непредсказуемость поведения воздушной и водной среды, 
периодическое отсутствие визуального контакта оператора с летательным аппаратом, неопреде-ленность 
характеристик трикоптера. Поэтому целью данной статьи является исследование параметров системы 
управления (СУ) для обеспечения требований точности позиционирования летательного аппарата в условиях 
неопределенностей внешних параметров. 
Методы. Для решения поставленных задач использовались методы теоретической механики и механики 
роботов. При изучении закономерностей движения конвертоплана использовались  методы математического 
моделирования динамических систем. Для планирования и управления движением летательного аппарата 
применялось адаптивное управление с эталонной моделью.  
Результаты. Использование адаптивного управления движением ЛЛ позволило обеспечить сходимость к 
нулю ошибки слежения, т.е. разности между выходными сигналами и эталонной моделью. Предложенная 
система управления даёт хороший результат при небольших возмущающих воздействиях. Определены 
параметры регулятора, обеспечивающие качественные показатели САУ в заданных пределах. 
Заключение. Разработана математическая модель и выполнено математическое моделирование движения 
конвертоплана в условиях неопределенностей внешних воздействий. Рассмотрена задача параметрического 
управления трикоптером, когда настройке доступны коэффициенты регулятора. Разработанные алгоритмы 
в системе адаптивного управления позволили обеспечить скорейшее подавление внешних возмущений по 
сравнению с традиционной системой ПИД регулирования для случая линейного описания объекта управления. 

 
Ключевые слова: конвертоплан-трикоптер; адаптивное управление; эталонная  модель; алгоритм 
скоростного градиента. 

Конфликт интересов: Авторы декларируют отсутствие явных и потенциальных конфликтов инте-
ресов, связанных с публикацией настоящей статьи. 

Финансирование. Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта 
№ 19-33-90053. 

_______________________ 
 Яцун С.Ф., Емельянова О.В., Андрес Сантьяго Мартинез Леон, Луис Мигель Москера Морочо, 2020 



Машиностроение и машиноведение / Mechanical engineering and machine science 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2020; 24(3): 35-50 

36
Для цитирования: Адаптивное управление нелинейным объектом типа конвертоплан в условиях неопреде-
ленностей / С.Ф. Яцун, О.В. Емельянова, Андрес Сантьяго Мартинез Леон, Луис Мигель Москера Морочо // 
Известия Юго-Западного государственного университета. 2020; 24(3): 35-50. https://doi.org/10.21869/2223-
1560-2020-24-3-35-50. 

Поступила в редакцию 11.05.2020   Подписана в печать 02.06.2020   Опубликована 30.06.2020 

 

Adaptive Control of a Nonlinear Convertiplane  
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Abstract 

Purpose of research. The article deals with the problem of monitoring water areas in order to control their physical 
and chemical conditions using a flying laboratory (FL) which includes an aircraft with attachable water intake equip-
ment and a software and hardware system. A specific feature of the monitoring of surface waters is the unpredictable 
behavior of air and water, periodic absence of visual contact with the aircraft, the uncertainty of tricopter characteris-
tics. Therefore, the purpose of this article is to study the parameters of the control system (CS) to meet the require-
ments for the accuracy of aircraft positioning in conditions of uncertainty of external parameters.   
Methods. Theoretical mechanics and robot mechanics methods were used to solve the set tasks. Methods for math-
ematical modeling of dynamic systems were used to study the patterns of convertiplane movement. Adaptive control 
with a reference model were used to plan and control the movement of the aircraft.   
Results. The use of adaptive FL motion control made it possible to ensure convergence to zero of the tracking errors 
i.e., the difference between the output signals and the reference model. The proposed control system gives a good 
result with small disturbing effects. The parameters of the regulator that ensure the quality indicators of the ACS with-
in the specified limits are determined.  
Conclusion. A mathematical model was developed and mathematical modeling of the convertiplane movement un-
der conditions of uncertainty of external influences was performed. The problem of parameter control of a converti-
plane was considered when the control coefficients were available for setting. The developed algorithms in the adap-
tive control system made it possible to provide faster suppression of external disturbances in comparison with the 
traditional PID control system for the case of a linear description of the controlled object. 
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*** 

Введение 

Управление полетом беспилотных 
летательных аппаратов  различных ти-
пов (три-, квадрокоптеров) рассматри-
валось во многих работах1 [1-4, 5, 6] как 
без учета внешних периодических 
нагрузок, так и с учетом, моделируемые 
силой сопротивления движению [7-9]. 
Выявлены зависимости отклонения ре-
альной позиции аппарата от заданной 
при изменении значений коэффициен-
тов регулятора и времени переходного 
процесса. Однако задача моделирования 
и исследования влияния  внешних воз-
мущающих нагрузок представляет собой 
сложную задачу, связанную с возникно-
вением закручивающих ветровых пото-
ков или кратковременных порывов вет-
ра, для которых никакой информации 
об их значениях нет, кроме возможных 
пределов их значения. В свою очередь, 
они способны существенно влиять на 
точность позиционирования аппарата 
даже при его небольших абсолютных  
скоростях.  

Поэтому целью данной статьи яв-
ляется исследование параметров систе-
мы управления (СУ) для обеспечения 
требований точности позиционирования 
летательного аппарата в условиях не-
определенностей внешних параметров. 

 

                                                
1 Chollom T. D. Investigation of Linear Quad-

ratic Control and Guidance System Design for a 
Small UAV : дис. University of Leicester, 2019. 

 

Материалы и методы  

1. Постановка задачи мониторинга  
водоёмов 

Рассмотрим задачу мониторинга вод-
ных акваторий с целью контроля за её 
физико-химическим состоянием. Данные 
мониторинга дадут возможность опера-
тивно выявлять и точно определять ко-
ординаты опасных зон, а также отсле-
живать и прогнозировать дальнейшее 
состояние вод. Наиболее перспектив-
ным и востребованным для решения 
подобного рода задач является исполь-
зование малоразмерных высокоманев-
ренных беспилотных летательных ап-
паратов, которые представляют собой 
летающую лабораторию (ЛЛ), в состав 
которой входят летательный аппарат с 
навесным водозаборным оборудовани-
ем и программно-аппаратный комплекс, 
позволяющий управлять аппаратом в 
ручном, полуавтоматическом или авто-
матическом режиме, а также вести при-
ем, хранение и отображение получен-
ной с борта летательного аппарата те-
леметрической информации.  

В соответствии с ГОСТ Р.31861-
20122 отбор проб сериями для проведе-
ний исследований, отражающих каче-
ство (состав и свойства) исследуемой 
воды, возможен как на различных глу-
бинах, так и на определенной глубине в 

                                                
2 ГОСТ Р. 31861-2012. Вода. Общие требо-

вания к отбору проб. М.: Стандартинформ, 2013. 
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конкретном или различных местах (про-
бы профиля площади). 

В качестве летательного аппарата 
рассмотрим трикоптерную схему муль-
тикоптера – с тремя парами отклоняе-
мых винтов, расположенных на каждой 
из осей пропеллера, вращающихся в 
противоположные стороны. 

Отличие данной модели состоит в 
том, что устойчивость летательного ап-
парата (ЛА) достигается за счет  ис-
пользования специальной формы кры-
ла, а быстродействие горизонтального 
перемещения – за счет синхронного от-
клонения векторов тяги передних пово-
ротов винтов. Такие аппараты получили 

название конвертопланов, в которых 
сочетаются признаки вертолетной схе-
мы  вертикальный подъём (спуск) и 
самолетной схемы  полёт в  горизон-
тальной плоскости при наличии крыла 
и за счёт изменения вектора тяги [10-12, 
4, 8, 9, 5, 13, 14]. 

Процесс мониторинга водоёма при-
веден на рис. 1 и представляет собой 
совокупность действий, состоящих из 
движения ЛЛ по заданной траектории 
АВ к заданной точке пространства (по-
ложение I),  отбор пробы в определен-
ной точке с координатами Р(ХP,YP) (по-
ложение II) и возврат на базу (положе-
ние III).  

 
Рис.1. Процесс мониторинга водных акваторий 

Fig.1. Water areas monitoring process 

Возможно применение двух страте-
гий полёта ЛЛ к месту отбора пробы: мо-
нотонное движение по гладкой траекто-
рии с захватом порции жидкости, необ-
ходимой для исследования, «на лету» и 

движение с остановкой и зависанием над 
заданной областью мониторинга. 

В первом случае система управления 
летательного аппарата должна обеспечить 
попадание в заданную окрестность   
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точки Р пространства, радиуса r, опре-
деляемую при отсутствии отказов и с 
учѐтом ветровых неопределенностей, а 
также сил сопротивления водозаборно-
го устройства (ВЗУ) при движении в 
жидкости. В этих условиях обеспечить 
точность  позиционирования достаточ-
но сложно, так как эта область должна 
находиться в заданных пределах: 

rrrrr PPP  * , где *, PP rr  пла-

нируемый и реальный радиус-векторы 
точки пространства Р. 

Второй случай является предпочти-
тельнее, так как повышается точность 
позиционирования ЛЛ, а система управ-
ления должна обеспечивать поддержа-

ние необходимой высоты центра масс 
ZC летательного аппарата над поверхно-
стью воды  с учетом действия ветровых 
факторов. 

Таким образом, будем рассматри-
вать задачу зависания ЛЛ над областью 
мониторинга с последующим отбором  
проб жидкости в условиях непредсказу-
емости поведения воздушной и водной 
среды. 

2. Описание беспилотного  
летательного аппарата 

Рассмотрим плоское движение ЛА 
трикоптерного типа в системе коорди-
нат ХОZ (рис.2) [10-12].   
 

 
  а)       б) 

Рис.2. Схема сил взаимодействия ВЗУ летательного аппарата с водной поверхностью:  
а  общий вид; б  схема сил, возникающих при контакте ВЗУ с поверхностью раздела; 
G, Gк – вес ЛА и навесного оборудования; RC главный вектор силы сопротивления 
движению корпуса в воздушной среде; Q  Архимедова сила; Rк  силы сопротивления 
водной среды 

Fig. 2. Diagram of the forces of interaction of the aircraft water intake device (WID) with the water 
surface: а – general view;  б –  forces occurring when the WID contacts the surface; G, Gк are 
the mass of the aircraft and attached equipment;RC  is the main vector of the resistance force 
to the movement of the body in the air; Q is the buoyancy force;   Rк  – water resistance forces 
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Движение трикоптера будем рас-

сматривать относительно неподвижной  
декартовой системы координат OXZ,  в 
постановке задачи движения твердого  
тела с центром масс корпуса в точке С, 
причем свободная поверхность водоёма 
совпадает с осью ОХ.  В общем случае 
ориентацию корпуса в пространстве за-
дают самолетные углы рысканья , тан-
гажа  и крена . Однако, с точки зре-
ния устойчивости, представляет инте-
рес исследование тангажа аппарата от-
носительно его поперечной оси СZ1. 

Будем обозначать символами (0) и 
(1) векторы, определённые в системах 
координат OXZ и CX1Z1, соответственно. 

Положение центра масс конверто-
плана  с помощью радиус вектора, свя-
зывающего точки О и С систем коорди-

нат:  









C

C
С Z

X
r )0( . 

Положение центра масс K водоза-
борной ёмкости: 

)0()0()0(
C КCК rrr  ,         (1) 

а вектор её скорости: 
)0()0()0(

C КCК  ,        (2) 

где T   матрица перехода из (1) в (0) си-

стему координат, модуль скорости  
(1) 2 2
СК l a     ,  

l
a

rTr CКCК 
  θcosθsin

θsinθcos)1()0( . 

В общем случае вектор сил, действую-
щих на трикоптер В, представим в ви-
де вектора-строки: 

 TKiCi QRGRFB )0()0()0()0()1( .  (3) 

С учетом параллельности векторов 
сил тяги винтов оси CZ1, в неподвижной 
системе координат вектор )(

iF 0  опреде-

лим как 

 (1)(0)
ii FTF .          (4) 

Силы, возникающие в результате 
взаимодействия ВЗУ с окружающей сре-
дой, имеют сложный характер распре-
деления в пространстве. Будем пола-
гать, что на ЛА действуют:  сила веса 
GK погруженного тела вместе с штан-
гой, главный вектор силы сопротивле-
ния водной среды при контакте с ВЗУ, 
приложенной в точке К их касания Rк, 
а так же  Архимедова сила Q , прохо-
дящая через центр тяжести погружен-
ного объёма тела. 

Вектор сил сопротивления опреде-
лим как:    

 )0()0( , КC RR .        (5) 

Вектор силы сопротивления дви-
жению корпуса в воздушной среде: 

 TCzCC RRR
X

)0()0()0(  ;   

  kR Т
C
(0)  ,         (6) 

где , k   матрицы эмпирических ко-
эффициентов сопротивления, завися-
щие от геометрических характеристик 
крыла, формы его профиля, угла атаки  
несущих  винтов;   относительная 
скорость центра масс трикоптера, кото-
рая является разностью векторов скоро-
стей центра масс С системы коорди-
нат OXZ  и вектора скорости воздушно-
го потокаВ: 
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ВС   .          (7) 

Закон изменения воздушного пото-
ка является случайной функцией вре-
мени, которую представим как 

  ,sinВ0 ttB          (8) 
где В,  - случайные параметры ам-
плитуды и частоты ветровой нагрузки. 

Взаимодействие тела со свободной 
поверхностью водоёма описывается век-
тором силы сопротивления водной среды 
Rк, и зависит от скорости сближения три-
коптера с водной средой: Так как ВЗУ с 
трикоптером движутся плоскопараллель-
но, то считаем КССК  , где 

СК СК  . Таким образом: 

   
       













λθcosλθcos,

λθcos,0
22)0(22

22)0(
)0(

alZRal
alZR

СK
T
K

С
К

,     (9) 

где  – матрица эмпирических коэффи-
циентов сопротивления, зависящая от 
свойств жидкости; R  радиус ёмкости 
ВЗУ. 

В качестве модели водной среды 
примем несжимаемую вязкую жидкость, 
для которой вязкость μж = const и плот-
ность ρ = const, скорость относительного 
изменения элементарного объема жидко-
сти в точке поля скоростей div V = 0 
[15, 16].  

Архимедова сила Q, равная весу в 
объёме погруженного в неё жидкости, 
можно принять равной весуGк, так как, 
как было упомянуто выше, крышка во-
дозаборной ёмкости находится в откры-
том состоянии и жидкость поступает 
вовнутрь практически одновременно, как 
только  свободная поверхность водоёма 
сравняется с открытым окном ВЗУ. 

kVgQ   ,       (10) 

где V  объём проб жидкости; k   
единичный вектор. 

При контакте ВЗУ с поверхностью 
водоёма, а так же в результате смеще-
ния его центра масс К относительно 
центра масс трикоптера С возникает 

момент МСy, зависящий от внешних сил 
и сил сопротивления, который имеет 
сложный кусочно-линейный характер 
(рис.3). 

 
 
 
 
 
  

Рис. 3. График зависимости внешнего 
момента МСy  от вертикальной 
координаты центра масс трикоптера:  
ZС

(0) – вертикальная координата  
в инерциальной системе отчета 

Fig. 3. Graph of the external moment МСy 
dependence on the vertical coordinate of 
the tricopter mass center: ZС

(0) is the 
vertical coordinate in the inertial system 

3. Математическое моделирование  
движения трикоптера 

Движение трикоптера в плоскости 
OXZ можно описать тремя независимы-
ми дифференциальными уравнениями  
первого порядка, методика построения 
которых подробно изложена в [10, 11, 
12, 4, 7, 8, 17]. В общем виде их можно 
представить следующим образом: 

МСy 

0     ZС
(0)  ZС 
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( )Dq F q M  ,        (11) 

где  

















100
00
00

D

OYI
m

m
 – матрица инер-

ции системы; m – масса аппарата; IOY1 – 
момент инерции системы, относительно 
оси вращения СY1;   3 T

Cq    

вектор обобщенных координат, задава-
емый положение трикоптера; C  аб-

солютная скорость центра масс С тела в 
неподвижной системе отчета;      
угловая скорость вращения аппарата 
относительно центра масс С:  

1

, ; ( )
CX CX X

CZ CZ Z

CY

F
q q F q F

M

      
              
           


 

 
, 

вектор сил и моментов, действующих 
на систему внешних сил; 

  TM  ,Μ   вектор сил и момен-

тов внешних возмущений. 
Таким образом, уравнение (1) при-

мет  вид: 

1 1 1

0 0
0 0
0 0 ( )

CX X X

CZ Z Z

OY CY CY

m F Ф
m F Ф

I M M Ф

      
              
            





  (12) 

Эту систему дифференциальных 
уравнений необходимо дополнить урав-
нениями, связывающими угловую ско-
рость роторов пропеллеров и управля-
ющих напряжений, поступающих на 
электродвигатели [10, 7, 9]: 

2

( )

E M M
i i

p M

c c ci d U
R R

J J

     



 ,          (13) 

где JP, JM   момент инерции ротора во-
круг оси винта и оси мотора соответ-

ственно; d – аэродинамическая посто-
янная; сЕ, cMi –коэффициенты пропор-
циональности, называемый постоянной 
ЭДС и момента электродвигателя; Ji – 
приведенный осевой момент инерции; 
Ui – управляющее напряжение (i=1, 2,3); 
  КПД электропривода. 

4. Адаптивное управление  
с эталонной моделью 

Особенностью мониторинга откры-
тых водоёмов являются непредсказуе-
мость поведения воздушной и водной 
среды, периодическое отсутствие визу-
ального контакта оператора с летатель-
ным аппаратом, неопределенность ха-
рактеристик трикоптера, т.е. неполнота 
априорной и текущей информации об 
их параметрах, которые существенно 
затрудняют анализ и проектирование 
системы управления, одной из главных 
задач которой является подавление вли-
яния таких воздействий на трикоптер, 
поскольку это отрицательно сказывает-
ся на статической и динамической 
устойчивости  БПЛА. Поэтому управ-
ление необходимо рассматривать с уче-
том того, что ряд параметров являются 
неопределенными.  

Для изучения таких систем приме-
няются стохастические подходы, осно-
ванные на методах наименьших квадра-
тов и калмановской фильтрации [16, 17]. 
Однако на практике знание законов ста-
тистических распределений неопреде-
ленных величин зачастую является труд-
новыполнимым условием, тогда как 
проще задаваться только верхними  и 
нижними границами их распределений. 
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Для планирования и управления 
движением летательного аппарата при-
меним адаптивное управление с эта-
лонной моделью. Здесь, используется 
текущая информация  о внешних воз-
действиях, условиях работы системы и 
выходных величинах для изменения 
структуры, параметры регулятора необ-
ходимых для обеспечения оптимально-
го или заданного функционирования 
управляемой системы при изменяю-
щихся условиях ее работы. Эталонная 
модель выступает как заданное дина-
мическое звено, реализующее требова-
ния к системе по окончании процесса 
адаптации [18, 19]. 

Результаты и их обсуждение 

Будем рассматривать задачу пара-
метрического управления трикоптером, 
когда настройке доступны коэффициен-
ты регулятора.  

Преобразуем дифференциальное 
уравнение движения трикоптера (11), к 
виду: 

1 1 ( )q D Mq D F q   ,      (14) 

где  
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  обратная 
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внешнее возмущающее воздействие; 

 
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 
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23121

321

321

cos
sin

F
lFlFF

FFF
FFF

q  вектор 

управляющих воздействий; l1,l2  гео-
метрические размеры. 

Проведем линеаризацию уравнения 
(14). При малых значениях параметра  

вектораq в окрестностях рабочей точ-
ки =0 применим приближенные фор-
мулы: sin(); cos()1.  

Уравнение (14) примет вид: 

q Aq Bu  ,        (15) 

где А, В – матрицы параметров объекта 
вида       njiqaqА ji ,1,  , n=3; 

      mjniqbqB ji ,1;,1  , m=3; 

u – вектор управления, uRm ; m n . 
Матрицы параметров объекта и 

вектора управления примут вид: 
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u ,                                       (16) 

Цель управления – обеспечить 
стремление вектора q к вектору состо-
яния эталонной модели qм(t), являю-
щемуся решением уравнения: 

( )м м м мq А q В r t  ,       (17) 

где Ам, Вм – матрицы, причем Ам – 
гурвицева. 

Эталонная модель представляет со-
бой передаточную функцию апериоди-
ческого звена 1-го порядка: 

1


pT
kW ,        (18) 

где k  коэффициент усиления звена;  
Тр  постоянная времени, характеризу-
ющая инерционность звена. 
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Определим целевую функцию, ко-

торая подлежит минимизации, в виде 
[18, 19]: 

eHeQ T
t 2

1
 ,         (19) 

где      tqtqtee M  – вектор ошиб-
ки; Н=НТ>0 – положительно опреде-
ленная матрица 33. 

Дифференцируем (19) с учетом 
(15), (16) вычислим скорость изменения 
целевой функции: 

[ ( )]T
t м м мQ e H Aq Bu A q В r t    .     (20) 

Выберем закон управления в виде: 

  qktrku qr  ,       (21) 

где kr, kq  настраиваемые параметры;  

*
( ) *

*

X
r t Z

 
   
  





 вектор задающих воз-

действий. 

Для построения алгоритма скорост-
ного градиента, используем симметрич-
ную положительную матрицу Г=ГT>0 
(Г=diag{1, …  m}, >0) , в которой по-
ложим Г = IN (IN – единичная матрица), 
i >0  коэффициент скорости адапта-
ции [17]. 

Закон адаптации настраиваемых па-
раметров имеет вид:  

TTqTTr qeB
dt
dk

reB
dt
dk

  , .   (22) 

Определение коэффициента  имеет 
значение, так как от него зависит каче-
ство адаптации.  

Структурная схема системы управ-
ления представлена на рис.4. Результа-
ты применения адаптивной системы 
управления с эталонной моделью и 
САУ с традиционным PID регулятором 
для управления движением ЛЛ при 
наличии внешнего периодического воз-
мущения, представлены на рис.5. 

 

 
Рис. 4. Структурная схема системы адаптивного управления 

Fig. 4. Block diagram of the adaptive control system 
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а) 

 
б) 

 
в) 

Рис.5. Графики отклонения центра масс ЛЛ от заданного при действии горизонтального 
возмущения для различных стратегиях  управления: a, б – движение вдоль осей ОZ  
и ОХ соответственно; в – изменение угла тангажа ; 1 – отрыв аппарата от земли;  
2 – перемещение вдоль оси ОX от точки A до заданной точки отбора проб воды  
(см. рис.1); 3 – снижение; 4 – отбор проб воды, возникновение встречного ветра 
(направление - вдоль оси ОX); 5 –  набор высоты; 6 – перемещение вдоль 
горизонтальной оси от точки отбора проб воды до точки B (см. рис.1); 7 – посадка 

Fig.5. Graphs of the setoff of the center of gravity of the FL from the given one under the action of 
horizontal disturbance for various control strategies: a, б – movement along the OZ and OX 
axes, respectively; в - pitch deflection ; 1 – lift off; 2 – movement along OX axis from point A 
to a given point of water sampling (see Fig. 1); 3 – descent; 4 – water sampling, the 
occurrence of a headwind (direction - along the OX axis); 5 – climb; 6 –  horizontal movement 
along axis from the point of water sampling to point B (see Fig. 1); 7 – landing 
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Выводы 

В статье рассмотрено движение ле-
тательного аппарата – конвертоплана три-
коптерного вида, которое описывается 
нелинейной и нестационарной моделью. 
Модели нестационарности связаны с не-
полнотой априорной и текущей инфор-
мации о параметрах поведения внеш-
ней среды, а так же самого аппарата, 
которые затрудняют анализ и проекти-
рование системы управления. 

На основе ранее разработанных алго-
ритмов численного решения нелинейных 
дифференциальных уравнений, описы-
вающих движение трикоптера, предло-
жено, использовать адаптивное управ-
ление движением ЛЛ с эталонной моде- 
 

лью. Такой адаптор позволяет обеспе-
чить сходимость к нулю ошибки слеже-
ния, т.е. разности между выходными 
сигналами и эталонной моделью.  

Исследованы алгоритмы адаптив-
ного управления, определены парамет-
ры регулятора, обеспечивающие каче-
ственные показатели САУ в заданных 
пределах по сравнению с традицион-
ным PID регулятором. Предложенная 
система управления даёт хороший ре-
зультат при небольших возмущающих 
воздействиях. 

Полученные результаты позволяют 
строить и анализировать широкий класс 
адаптивных систем с эталонной моде-
лью в нестационарных условиях. 
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Резюме 

Цель исследования. В различных отраслях машиностроения изготавливаются и используются краны, 
клапаны, задвижки и прочие запорные устройства, основным назначением которых является регулировка 
расхода и направление потоков жидкостных и газовых сред. Особенностями таких изделий в авиакосмическом 
и нефтехимическом машиностроении являются особые повышенные требования, обусловленные спецификой 
их эксплуатации.  К ним можно отнести, например, высокое давление среды, устойчивость к агрессивным, 
пожаро- и взрывоопасным средам, утечки которых недопустимы для соблюдения техники безопасности и 
экологического законодательства. Конструкция таких изделий, как правило, предполагает высокие требова-
ния по точности и шероховатости, особенно в местах сопряжения деталей, высокую прочность на случай 
ударных импульсных воздействий протекающих в них сред. Для обеспечения вышеуказанных характеристик 
наиболее часто используют чистовую абразивную обработку, результатом которой может стать эффект 
шаржирования поверхностей изделий, что негативно отразится на ресурсных и эксплуатационных 
показателях сопрягаемых поверхностей. При этом очевидно, что механическая отделочная обработка без 
применения абразивов крайне затруднительна и трудоемка. Авторами статьи предлагается для устранения 
негативного эффекта шаржирования использовать комбинированные методы обработки с наложением 
электромагнитных полей. Цель работы: создать технологию безабразивной доводки деталей машин за 
счет разработки модели, позволяющей подбирать или рассчитывать режимы изготовления беззазорных 
сопрягаемых деталей запорных устройств, используемых в различных отраслях.  
Методы. Методом исследования является использование научных основ комбинированных методов обра-
ботки, теории массовыноса при электрической обработке, фундаментальные основы технологии машино-
строения, современных методов исследования показателей на финишных этапах механической обработки, 
современных измерительных средств, специальных средств технологического оснащения, а так же 
вычислительной техники.  
Результаты. В результате проведенных исследований были разработаны новые способ и устройства. 
Это дало возможность реализовать безабразивную доводочную операцию сопрягаемых поверхностей 
деталей из металлических материалов, обработка которых механическими методами затруднительна.  
Заключение. В результате проведенных исследований стало возможно получить качественные высоко-
ресурсные беззазорные запорные изделия при снижении трудоемкости на доводочную операцию до 5 раз и 
подготовки производства до 2 раз. 
 
_______________________ 
 Смоленцев Е. В., Кондратьев М. В., Павлов Е. В., Куц В. В., 2020 
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Abstract 

In various branches of mechanical engineering, faucets, valves, gate valves and other shut-off devices are manufac-
tured and used. Their main purpose is to regulate the flow rate and direction of flows of liquid and gas media. Fea-
tures of such products in the aerospace and petrochemical engineering are special strict requirements due to the 
specificity of their operation. These include, for example, high pressure, resistance to aggressive, fire-and explosive 
environments, leaks of which are unacceptable according to safety rules and environmental legislation. The design of 
such products, as a rule, assumes high requirements for accuracy and roughness, especially at the interface of parts, 
high strength in case of impact pulse effects of the fluids in them. To ensure the above characteristics, finishing abra-
sive treatment is most commonly used, which can result in the effect of impregnation of the surfaces of products, 
which will negatively affect the useful life and performance indicators of the mating surfaces. At the same time, it is 
obvious that mechanical finishing without any use of abrasives is extremely difficult and time-consuming. The authors 
of the article suggest elimination of the negative effect of impregnation by means of mixed machining techniques with 
the application of electromagnetic fields.  
Purpose. The purpose of the work is to develop a technology for non-abrasive finishing of machine parts by develop-
ing a model that allows selection or calculation of the production modes of gapless mating parts of locking devices 
applied in various industries.   
Methods. The method of the research is the use of the scientific basis of mixed machining techniques, the theory of 
mass transfer in electrical machining, the fundamental foundations of mechanical engineering technology, modern 
methods for studying characteristics at the final stages of machining, modern measuring tools, special technological 
equipment, as well as computer technologies.  
Results. As a result of the research, new technique and devices were developed. This made it possible to implement 
a non-abrasive finishing operation of the mating surfaces of parts made of metal materials, the processing of which 
by mechanical methods is difficult.  



Смоленцев Е. В., Кондратьев М. В., Павлов Е. В. и др.            Безабразивная доводка сопрягаемых поверхностей... 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2020; 24(3): 51-65 

53
Conclusion. As a result of the conducted research, it became possible to obtain high-quality high-resource gapless 
locking products and to reduce labor intensity of the finishing operation up to 5 times and preparation for the produc-
tion up to 2 times. 
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Введение 

Практически повсеместно в маши-
ностроении изготавливаются и исполь-
зуются запорные устройства, предназна-
ченные для регулировки потоков жид-
костных и газовых сред1. Наиболее рас-
пространенными из них являются кра-
ны, клапаны, задвижки. Особенностями 
таких изделий в авиакосмическом и 
нефтехимическом машиностроении яв-
ляются особые повышенные требова-
ния, обусловленные спецификой их 
эксплуатации.  К ним можно отнести, 
например, высокое давление среды, 
устойчивость к агрессивным, пожаро- и 
взрывоопасным средам, утечки которых 
недопустимы для соблюдения техники 
безопасности и экологического законо-
дательства. Конструкция таких изделий, 
как правило, предполагает высокие тре-
бования по точности и шероховатости, 

                                                
1 Клименченков А. А. Разработка технологии 

безабразивной комбинированной прецизионной 
обработки сопрягаемых поверхностей: дис. ... 
канд. техн. наук. Воронеж, 2015. 

 

особенно в местах сопряжения деталей, 
высокую прочность на случай ударных 
импульсных воздействий протекающих 
в них сред. Для обеспечения вышеука-
занных характеристик наиболее часто 
используют чистовую абразивную обра-
ботку, результатом которой может стать 
эффект шаржирования поверхностей из-
делий, что негативно отразится на ре-
сурсных и эксплуатационных показате-
лях сопрягаемых поверхностей. При 
этом очевидно, что механическая отде-
лочная обработка без применения абра-
зивов крайне затруднительна и трудо-
емка. Авторами статьи предлагается для 
устранения негативного эффекта шар-
жирования использовать комбинирован-
ные методы обработки с наложением 
электромагнитных полей [1].  

С учетом вышеизложенного авто-
рами была поставлена цель исследова-
ния: создать технологию безабразивной 
доводки деталей машин за счет разра-
ботки модели, позволяющей подбирать 
или рассчитывать режимы изготовления 
беззазорных сопрягаемых деталей за-
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порных устройств, используемых в раз-
личных отраслях. 

Для достижения поставленной цели 
были поставлены следующие задачи: 

– формализовать взаимосвязи пока-
зателей поверхностного слоя сопрягае-
мых деталей запорных устройств и тех-
нологических режимов комбинирован-
ных отделочных методов обработки с 
наложением электромагнитных полей; 

– создать модель удаления микро- и 
макронеровностей на сопрягаемых по-
верхностях деталей и, на основе ее, раз-
работать методику расчета технологи-
ческих режимов, позволяющих достичь 
заданные в конструкции эксплуатаци-
онные требования; 

– спроектировать типовые техноло-
гические процессы для конкретных, 
наиболее распространенных материалов 
и конструкций изделий запорной арма-
туры в нефтегазовой и аэрокосмической 
отраслях; 

– спроектировать и реализовать кон-
струкции средств технологического осна-
щения, которые бы позволили реализо-
вать предлагаемую технологию, в том 
числе и в условиях серийного произ-
водства. 

Для решения вышеуказанных задач 
были выдвинуты следующие научные 
гипотезы:  

– достижение требуемой минималь-
ной величины микро- и макронеровно-
стей обрабатываемых деталей реализу-
емо, если использовать схему комбини-
рованной беззазорной обработки с уда-
лением оксидных пленок в контактной 

зоне обработки механическим спосо-
бом, при этом управляя электрическим 
полем; 

– для получения управляемого элек-
трического поля можно вести обработку 
при низких напряжениях, дозировано по-
давая  ток в зону обработки в процессе 
перемещения притираемых деталей. Ско-
рость удаления металла будет опреде-
ляться силой подаваемого тока; 

– обоснованное соотношение меха-
нического воздействия и эффекта от 
наложения электромагнитного поля по-
зволит достичь качества обработки, обес-
печивающего высокий ресурс с дости-
жением герметичности сопряжений за 
счет исключения негативного эффекта 
шаржирования; 

– математическое и натурное моде-
лирование процесса безабразивной от-
делочной обработки дает возможность с 
необходимой точностью оценить тех-
нико-экономические показатели проек-
тируемой технологии и их соответствие 
требованиям заказчиков, особенно при 
разработке конкурентоспособной про-
дукции новых поколений.  

Материалы и методы 

В поисках решений и методов иссле-
дований было установлено, что запорные 
устройства можно изготавливать с чисто-
выми операциями без применения абра-
зивов за счет поэтапного удаления при-
пуска на микро- и макроуровнях комби-
нированной обработкой с наложением 
электромагнитного поля [2]. 
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На первом этапе происходит эрози-
онно-химическое удаление макро- и 
микронеровностей со съемом выступов 

за счет, в основном, анодного растворе-
ния металла с вершин неровностей обе-
их сопрягаемых поверхностей (рис. 1). 

 
 

  

Рис. 1. Схема реализации обработки 

Fig. 1. Processing diagram 

 
Как видно из представленной схе-

мы, сопрягаемые обрабатываемые дета-
ли 1 и 2 до начала процесса должны 
быть собраны в рабочее положение в 
узле и подключены к электроэрозион-
ному генератору импульсов 6 (напри-
мер, RC, как на вышеуказанной схеме) 
и источнику тока 8. Зазор между обра-
батываемыми поверхностями должен 
быть заполнен жидким электролитом 5. 
Затем на детали подают электрический 
ток и прикладывают давление Р. Под 
действием процессов, происходящих в 
межэлектродном зазоре, на поверхно-
стях, находящихся в электролите, обра-
зуются оксидные пленки 3 и 4. Под 
действием давления Р рабочие поверх-
ности анода и катода сближаются 
вплоть до расстояния, равного сумме 
толщин оксидных пленок, и начинается 

процесс удаления металла за счет дей-
ствия электромагнитных полей в элек-
тролите [3, 4]. Так как процесс будет 
происходить на участках, где межэлек-
тродный зазор минимален (то есть там, 
где макронеровности от предшествую-
щей обработки максимальные), то в 
конце первого этапа обрабатываемые 
поверхности должны быть максимально 
приближены к профилю, показанному 
на рис. 1 границами I-I и II-II, что и 
требуется в данном случае [5-7]. 

После выравнивания макронеровно-
стей необходимо решить задачу по сни-
жению шероховатости сопрягаемых де-
талей. Из литературы, например [8-12], 
известно, что результатом воздействия 
электроэрозионной обработки является 
формирование микронеровностей, име-
ющих форму, близкую к геометрии сфе-
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рических лунок (рис. 2). На рисунке по-
казано, что лунки с диаметром dл и высо-
той h, получающиеся электроискровыми 
разрядами, могут формировать шерохо-
ватость со значением от Rzо  с последу-
ющим ее снижением на этом же этапе до 

величины наноуровня Rz за счет наложе-
ния границ впадин друг на друга и элек-
трохимического воздействия. Управле-
ние процессом формирования микроре-
льефа может осуществляться по времени 
обработки [13-16]. 

 

 
 

а) б) 

Рис. 2. Микрогеометрия обрабатываемых деталей после первого этапа обработки:  
а – приближенное состояние геометрии в зоне сопряжения поверхностей 1 и 2;  
б – изменение параметра шероховатости лунки после первого этапа обработки  

Fig. 2. Microgeometry of workpieces after the first stage of processing: a – approximate state of geometry  
in the mate area of surfaces 1 and 2; б – change of the roughness parameter of the hole  
after the first stage of processing 

 

Заключительным этапом обработки 
является снижение высоты микрорель-
ефа Rz за счет анодного растворения 
при  переменной полярности, за счет 
чего достигается синхронное растворе-
ние обеих обрабатываемых поверхно-
стей. За счет малой величины напряже-
ния межэлектродный зазор, равный 
сумме толщин оксидных пленок, позво-
ляет вести обработку без коротких за-
мыканий. Металл в процессе обработки 
удаляется на участках, где зазор наи-
меньший, то есть в местах сопряжения 
лунок, сформировавшихся на предше-
ствующем этапе [17-21]. 

Результаты и их обсуждение 

Результатом исследований стало 
создание методики расчета технологи-

ческих режимов комбинированной об-
работки. 

Диаметр зоны, на которую действу-
ет разряд  для чистовой электроэрози-
онной обработки, может быть аппрок-
симирован диаметром лунки dл. Для его 
определения была предложена следую-
щая зависимость: 

n
и

m

и

и
л

А
Kd 

 







 0 ,                     (1) 

где   nnmS
LК

5,0)5,0(0 
 .             (2) 

В формулах (1),(2) L, К0, m, n – эм-
пирические коэффициенты; 

S –зазор между электродами, опре-
деляемый толщиной оксидной пленки; 
Au – энергия электрического импульса. 
Для RC схемы генератора импульсов  
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2

2

1
CUАи  . 

Здесь η1 – коэффициент полезного 
использования электрической энергии. 
По [5] η1≤0,4; С – емкость конденсато-
ров генератора импульсов; U – электри-
ческое напряжение на электродах (в 
данном случае, при сверхмалых зазорах 
величина U=10-20В); τu – длительность 
протекания импульса. 

τu = qf
1

 ,                                         (3) 

где q – коэффициент, определяющий 
скважность импульсов, определяемый 
как отношение периода их повторения к 
длительности. В данном случае его зна-
чение находится в диапазоне от 2 до 10 
(уточняется экспериментально); f – ча-
стота следования электрических им-
пульсов. Приближенно можно опреде-
лить f = 0,837/RC (R – регулируемое со-
противление в случае использования 
RC – генератора). 

Для того, чтобы определить энер-
гию импульса требуется установить 
значение величины минимального зазо-
ра между электродами («S» в (2)), кото-
рый напрямую зависит от толщины 
слоя оксидной пленки. Данная пленка 
образуется под воздействием электри-
ческого тока и обладает свойствами, 
близкими к полупроводниковым мате-
риалам. Толщина оксидной пленки (H) 
будет зависеть от свойств обрабатывае-
мого металла и в классическом случае 
выражается через такие величины, как 
энергия разряда (Au), температура (T) и 

постоянная Больцмана R . 

Н= и
TRАи

н eК   ,                          (4) 
где Кн –коэффициент, позволяющий 
учитывать скорость увеличения толщи-
ны пленки с учетом свойств обрабаты-
ваемого материала.  

По справочным данным толщина 
оксидных пленок для сплавов на основе 
никеля составляет не более 15-30 нм, а 
у материалов на основе титана – до 50-
60 нм. Соответственно, межэлектрод-
ный зазор (S) будет на уровне этих ве-
личин и для того, чтобы произошел 
пробой в промежутке достаточно вели-
чины напряжения менее 10 В. Исследо-
вание с осциллографом показало, что 
при такой величине напряжения можно 
достичь тлеющих разрядов, которые не 
вызывают образования лунок. Таким 
образом, относительное перемещение 
сопрягаемых поверхностей обрабатывае-
мых деталей под сжимающим давлением 
позволяет уменьшить толщину пленки и 
получить локализованные участки с про-
водимостью, где необходимо формиро-
вать микроразряды. 

С учетом формулы (1) можно оце-
нить глубину лунки h (рис. 2) по зави-
симости 

h=Kh·dл,                                          (5) 
Для сталей коэффициент Kh = 0,25-

0,35. 
Величина «h» ограничена значени-

ем припуска (Zo) под окончательную 
обработку 

h<Zo-δ,                                            (6) 
где δ– погрешность после первого этапа 
доводки. Известно, что эта величина со-
ставляет 3-4 мкм. Таким образом, при-
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пуск на окончательный этап обработки 
составит Zo= h+ δ и его величина не 
превысит 5-6 мкм. 

Зная глубину лунки можно вычис-
лить величину Rz (рис. 2), значение ко-
торой определяет анодная составляю-
щая процесса обработки (рис. 1) и по-
явление в межэлектродном простран-
стве частиц металла, удаляемого элек-
трозионным методом. Уровень их на-
копления, в свою очередь, зависит от 
площади сопрягаемых обрабатываемых 
участков, скорости взаимного перемеще-
ния поверхностей деталей, значений ре-
жимов электроэрозионной обработки [5].  

Процесс анодного растворения (рис. 1) 
позволяет выравнивать микроповерхность 
при чистовых режимах комбинирован-
ной обработки, способствует снижению 
высоты неровностей на 20-30%, что учи-
тывается коэффициентом K2=0,7-0,8. 

Величина припуска Rzо, определя-
емая без учета влияния частиц в меж-
электродном промежутке и анодной со-
ставляющей комбинированной обра-
ботки (рис. 2,б), может быть определена 
по эмпирической формуле. 

Rz0= 






 









2
13

2
22

3
2

h

h

Кdл

Кdл
,                   (7) 

где β – коэффициент, учитывающий пе-

рекрытие лунки β =
l

dл
 (l – величина 

расстояния между двумя соседними 
лунками). По результатам эксперимен-
тов на чистовом этапе комбинирован-
ной обработки β = 0,7-0,8. 

Если учитывать воздействие микро-
частиц, а также анодную составляющую 
процесса обработки, то высота микроне-
ровностей Rz (рис. 2, б) может быть 
определена по следующей зависимости 

Rz=Rz0·K1·K2=






 

2
112 2

2

h

h

К

dлК
·K1 K2.  (8) 

Для случая сплавов на базе железа 
и меди можно утверждать, что закон 
изменения размеров лунки близок к ли-
нейному и при максимальной концен-
трации частиц увеличение Rz может 
быть учтено постоянным коэффициен-
том K1 (для сталей K1=1,15-1,16, для 
алюминиевых сплавов K1=1,55-1,6, для 
медных сплавов K1=1,25-1,3,) 

Исходя из этого можно определить 
значение емкости  конденсаторов (С) в 
случае обработки с применением гене-
ратора RС-схемы 

С = 
3

3








UК

Rz ,                                   (9) 

где K3 – коэффициент. 
Если принять форму микрочастиц 

сферической, то при заполнении ими 
межэлектродного пространства с значе-
нием концентрации φ время цикла 
очистки пространства τ0 определяется 
по формуле 

τ0= 
421)( KKUKbCa

Vл


 ,                (10) 

где Vл – объем лунки на поверхности; 
а, b, К4 – коэффициенты. Здесь К4 поз-
воляет учитывать условия обработки, 
такие как рабочая среда, частота следо-
вания рабочих электрических импуль- 
сов, схема комбинированной обработки, 
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φ – отражает степень наполнения лунки 
с глубиной h продуктами обработки- 
частицами металла. Для частиц сфери-
ческой формы φ = 0,6-0,7.  

Момент изменения полярности (τ1) 
для электрохимической и электроэрози-
онной составляющих комбинированной 
обработки зависит от времени, за кото-
рое произойдет очистка пространства 
между электродами, и величины неров-
ностей на каждой сопрягаемой поверх-
ности перед этапом притирки. Если эти 
показатели близки, то  

τ1= 2
1

τ0= 
421)( KKUKbCa

Vл



.           (11) 

Исходя из этого, оценить скорость 
относительного перемещения контакт-
ных поверхностей деталей, необходи-
мую для удаления продуктов из зазора, 
можно по зависимости 

V





Vл
KKUKbCaLД 421)(

.              (12) 

Давление, с которым необходимо 
прижимать сопрягаемые детали  (Р на 
рис.1) возможно регулировать по вели-
чине силы тока между их контактными 
поверхностями. Для стабильности про-
текания электроэрозионной обработки 
необходимо обеспечить среднюю плот-
ность тока (j) не менее 0,01 А/мм2. Силу 
тока можно оценить исходя из площади 
контактирующих поверхностей (Fk): 

I=j·Fk.                                            (13) 
На окончательном этапе доводки 

обработка идет за счет анодного рас-
творения при переменном токе с вели-
чиной напряжения 3-4 В от источника 
тока 8 (рис. 1). Диаметр частиц, образу-

ющихся после обработки при доводоч-
ных режимах, не превышает 1000 нм, а 
их суммарный объем в 150-200 раз 
больше объема удаленного припуска. 

Если условно принять суммарный 
объем продуктов обработки (гидроокси-
дов, газа и паров жидкости) в простран-
стве между образовавшимися лунками  
как 2·Vл, то перед этапом доводки объем 
(Vм) удаляемого с поверхности детали 
металла не может быть больше, чем  

Vм= 
1

2


лV
,                                     (14) 

где φ1 – соотношение объема продуктов 
обработки в лунке и объема удаляемого 
металла вблизи лунки (φ1 = 150-200). 

По ходу выравнивания профиля мик-
роповерхности (рис. 2,б) объемы лунок 
будут уменьшаться, а высота неровно-
стей (Rz) снижаться до 20-30 нм. Из 
формулы (14) можно сделать вывод, что 
скорость процесса анодного растворения 
ближе к концу доводки будет измеряться 
нанометрами за единицу времени, а кон-
тролируемый параметр – время  процесса  
обработки (τэ)– для обеих сопрягаемых 
поверхностей деталей составит  

    
)(

222

UU
RzRzRz НННННм

э 






 ,(15) 

где γм– плотность обрабатываемого ме-
талла; φ2 – коэффициент, позволяющий 
учитывать скорость выравнивания про-
филя поверхности в случае неравно-
мерного припуска. Для финишного эта-
па доводки φ2 = 1,1-1,2; RzH – высота 
неровностей; после начального эта- 
па доводки по справочным данным  
RzH= 0,8-3,2 мкм; δН – погрешность в 
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начале второго этапа доводки, по спра-
вочным данным составляет 0,1-1,0 мкм; 
η – выход по току. Для сверхмалых за-
зоров η на 10-20% меньше, чем приве-
дено в справочных рекомендациях. χ – 
удельная проводимость рабочей среды 
α – электрохимический эквивалент об-
рабатываемого металла. В том случае, 
когда обработка ведется в промышлен-
ной воде, можно задать электропрово-
димость для концентрации солей около 
1%. U – напряжение на электродах-

инструмен-тах. В данном рассматрива-
емом случае выбирают U = 3-4 В. ΔU – 
потери электрического напряжения 
(главным образом - омические в меж-
электродном пространстве). При не-
больших зазорах потери напряжения 
составляют  ΔU = 1-2,2 В. Длительность 
протекания финишного этапа доводки 
может достигать десятков минут (рис. 
3), при этом длительность  начального  
этапа не превышает 1-2 минуты. 

 
Рис. 3. Зависимость времени обработки и шероховатости в процессе комбинированной 

обработки (площадь 100 мм2) 

Fig. 3. Dependence of processing time and roughness during combined machinery (area -100 mm2) 

Выводы 

Выполненная авторами работа поз-
волила создать новый способ обработки 
и устройство для его реализации. Приме-
нение комбинированных методов с нало-
жением электромагнитных полей дает  
возможность снизить трудоемкость чи-

стовой обработки высокоточных ответ-
ственных деталей запорной арматуры 
до 5 раз и повысить ее ресурс до 2-3 
раз. Так же новый способ обработки 
позволяет снизить расходы на специ-
альное оборудование для механической 
обработки и, в ряде случаев, восстанав-
ливать ресурс изношенных деталей. 
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Моделирование экзоскелета с гибридным линейным 
гравитационным компенсатором 
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Резюме 

Цель исследования. Разработка математической модели экзоскелета, оснащенного гибридным линейным 
гравитационным компенсатором (ГЛГК), проведения динамического анализа на примере типового сценария 
применения экзоскелета – в процессе подъема груза, получении временных закономерностей изменения 
параметров системы, в том числе крутящих моментов электроприводов, позволяющих оценить энерго-
потребление и энергоэффективность силовой установки. В статье рассматривается актуальная задача 
повышения эффективности функционирования экзоскелетного костюма за счет использования ГЛГК. 
Использование гибридного подхода позволяет повысить эффективность ассистирования экзоскелетного 
костюма при выполнении различных технологических операций, например, при подъеме груза, при наклонах и 
удержании. 
Методы. При разработке математической модели использовался оригинальный подход к формированию 
траектории движения звеньев экзоскелета в процессе работы, основанный на применении полиномов седьмого 
порядка. В работе используется математическая модель, представленная системой дифференциальных 
уравнений второго порядка, связывающей между собой моменты, действующие на оператора и экзоскелет, 
угловые ускорения спины оператора и экзоскелета. 
Результаты. В ходе численного моделирования получены временные диаграммы изменения параметров 
системы, углов поворота шарниров экзоскелета, моментов, возникающих в гибридном ЛГК, а также графики 
токопотребления двигателей при выполнении предъема и наклонов с грузом. 
Заключение. В ходе исследований была разработана кинематическая модель экзоскелетного костюма, 
оснащенная ГЛГК, записаны дифференциальные уравнения второго порядка, описывающие динамическое 
поведение электромеханической системы, выполнено численное моделирование, позволившее оценить усилия и 
энергопотребление в шарнирах экзоскелета и приводе гибридного линейного гравитационного компенсатора. 

 
Ключевые слова: экзоскелет; гравитационная компенсация; математическое моделирование; динамический 
анализ; кинематическая схема, ГЛГК. 
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Abstract 

Purpose of research. Development of a mathematical model of an exoskeleton equipped with a hybrid linear gravity 
compensator (HLGC), dynamic analysis on the example of a typical exoskeleton application scenario (in the process 
of lifting a load), obtaining time patterns of changes in system parameters, including electric drive torques allowing 
assessment of power plan power consumption and energy efficiency. The article deals with the challenging issue of 
improving the efficiency of the exoskeletal suit by means of HLGC. The use of a hybrid approach makes it possible to 
increase the efficiency of assisting the exoskeletal suit when performing various technological operations, for exam-
ple, when lifting a load, when tilting and holding.  
Methods. When developing a mathematical model, an original approach was used to form the motion trajectory of 
the exoskeleton sectors during operation, based on the use of seventh-order polynomials. The paper uses a mathe-
matical model represented by a system of second-order differential equations that connects the moments acting on 
the operator and the exoskeleton, the angular accelerations of the operator's back and the exoskeleton.  
Results. During numerical simulation, time diagrams of changes in system parameters, angles of rotation of exoskel-
eton hinges, moments that occur in a hybrid LGC, as well as graphs of current consumption of engines when per-
forming lift and tilt with a load are obtained.  
Conclusion. In the course of the research, a kinematic model of an exoskeleton suit equipped with a GLGC was de-
veloped, second-order differential equations describing the dynamic behavior of the electromechanical system were 
written, and numerical simulation was performed to estimate the forces and energy consumption in the exoskeleton 
hinges and the drive of the hybrid linear gravity compensator. 

 

Keywords: exoskeleton; mathematic simulation; dynamic analysis; gravity compensation; kinematic scheme; hybrid 
linear gravity compensator. 
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*** 

Введение 
Одним из путей повышения каче-

ства условий труда является примене-

ние экзоскелетов, которые существенно 
увеличивают силовые возможности че-
ловека, при этом уровень функциональ-
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ного напряжения организма снижается. 
Этот эффект достигается в том случае, 
когда оператор и экзоскелет образуют 
интегрированную человеко-машинную 
систему (ЧМС), работоспособность ко-
торой определяется степенью согласо-
ванности (синхронности) работы эле-
ментов этой системы, в том числе, че-
ловека (оператора) и экзоскелета. Срав-
нительно недавно начались разработки 
роботизированных систем, в том числе 
экзоскелетных человеко-машинных си-
стем, в которых находят применение 
элементы гравитационной компенса-
ции. Термин «гравитационная компен-
сация» используется для обозначения 
свойства отдельных звеньев системы 
иметь статически устойчивые положе-
ния, не зависящие от вертикального пе-
ремещения звеньев. Различают пассив-
ную гравитационную компенсацию, ре-
ализуемую за счет применения упругих 
элементов для создания сил, компенси-
рующих силу тяжести, и активную гра-
витационную компенсацию, выполнен-
ную на основе управляемых приводов. 
Механизмы, содержащие упругие эле-
менты для создания сил, компенсиру-
ющих силу тяжести, отличаются высо-
кой энергоэффективностью, надежно-
стью работы. К недостаткам подобных 
систем можно отнести структурную 
сложность и уменьшение размеров ра-
бочего пространства механизма. Меха-
низмы, использующие электроприводы, 
также демонстрируют свойство сохра-

нять статическое равновесие, то есть 
гравитационную компенсацию вне за-
висимости от текущего положения их 
звеньев, также находят применение в 
системах гравитационной компенсации. 
В этом случае, система управления поз-
воляет реализовать такое движение 
приводов, что часть звеньев экзоскелета 
находится в положении равновесия, 
независимо от их вертикального пере-
мещения. Представляет интерес объ-
единить эти два подхода, что позволяет 
повысить эффективность системы гра-
витационной компенсации экзоскелета, 
сочетая возможности упругого элемен-
та и управляемого электропривода. Та-
кой гравитационный компенсатор по-
лучил название гибридный линейный 
гравитационный компенсатор (ГЛГК). 

Материалы и методы 

Рассмотрим кинематическую схему 
экзоскелетного костюма, оснащенного 
ГЛГК, для нижних конечностей (рис. 1).  

Движение ГЛГК определяется пе-
ремещением точек А и В, положение 
которых в пространстве OXY задается 

радиус - векторами )(O
Ar  и )0(

Br .  

Положение в сагиттальной плоско-

сти звеньев экзоскелета оценивается аб-

солютными углами наклона бедра и 

спины 3, 4. 
Схема ЛГК комбинированного при-

ведена на рис. 2. 
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а)                                      б) 

Рис.1.  Схема расположения гибридного ЛГК для нижних конечностей человека в экзоскелете: 
1 – стопа; 2 – голень; 3 – бедро; 4 – спина; 5 – ГЛГК 

Fig. 1.  Arrangement diagram of the hybrid LGC for the lower limbs of a person in the exoskeleton  
1 – foot; 2 – lower leg; 3 – thigh; 4 – back; 5 – HLGC 

 

 
Рис. 2.  Схема ГЛГК: Р1, Р2 – давление в полостях пневматического упругого элемента;  

1 – электродвигатель; 2 – редуктор; 3 – шестерня; 4 – гайка ШВП; 5 – винт;  
6 – шток; 7 – поршень; 8 – цилиндр; F – сила, создаваемая ГЛГК 

Fig. 2.  HLGK diagram: Р1, Р2 – pressure in air spring chambers; 1 – electric motor;  
2 – reducer; 3 – gear; 4 – ball screw nut; 5 – screw; 6 – rod; 7 – piston;  
8 – cylinder; F – force created by HLGK 
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Принцип работы ГЛГК состоит в 

том, что при сжатии упругого элемента 
происходит накопление потенциальной 
энергии, которая потом, при растяже-
нии, отдается экзоскелету в виде мо-
мента. Параллельно с этим электро-
привод, установленный в ГЛГК, созда-
ет ассистирующий управляемый мо-
мент, приводящий в движение спину 
экзоскелета относительно бедра. Эти 
моменты помогают человеку выполнять 
необходимые движения. Определим си-
лу, создаваемую ГЛГК, по формуле 

21 ФФФ  ,                               (1) 

где 1Ф  – сила упругого элемента; 2Ф  – 
сила электропривода.- 

LСФ 1 ,                                (2) 

где С  – коэффициент, определяемый 
свойствами упругого элемента; L –
деформация упругого элемента. 

h
МФ В2

2  ,                              (3) 

где ВМ  – момент электропривода, при-

веденный к гайке ШВП, h – шаг винта 
ШВП.  

2
2ФhМ В  .                                (4) 

Момент, создаваемый электродви-
гателем, найдем по формуле: 

 р

В
эд

ММ  ,                              (5) 

где эдМ  – момент электродвигателя; 

р  – передаточное отношение гайка-

шестерня;   – передаточное отношение 
редуктора.  

Ток в обмотках электродвигателя 
ЛГК найдем по формуле: Мэд сМi / , 

где i – ток в обмотках электродвигателя 
ЛГК; cM – постоянная момента электро-
двигателя. Величину управляющего 
напряжения определим из уравнения 
полного тока: 

EсiR
dt
diLU  ,                     (6) 

где L, R, cE – параметры электродвига-
теля.  

Для разработки и исследования 
ГЛГК разработаны кинематическая и 
динамическая модели системы, которая 
позволяет детально проработать про-
цесс поведения экзоскелетной системы, 
оснащенной ГЛГК. Для решения задачи 
об определении связи между соответ-
ствующими координатами применим 
векторно - матричный метод.  

Примем следующие обозначения: 
)0(

ir  – радиус-вектор,  определяющий 
положение шарниров в глобальной си-
стеме координат XOY. Радиус-вектор 

)(O
Ar , определяющий положение точки 

А, найдем по формуле 
)(

4

3

1

)()( o
A

i

o
i

O
A rrr 



 .                     (7)
 

Радиус вектор )(O
Вr , определяющий 

положение точки В, найдем по формуле
 )(

3

3

1

)()0( o
B

i

o
iB rrr 



.                     (8) 

Далее примем, что ВО43  перпенди-

кулярно 3243ОО . Установим связь между 

векторами в глобальной )0(  и локальных 

координатных системах )(i , связанных с 
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соответствующими звеньями, применив 
формулу

 )()0( i
iioi rTr  .                                 (9) 

Матрица поворота локальных коор-
динатных систем относительно гло-
бальной представим в виде: 

100
0cossin
0sincos

ii

ii

ioT 


        (10) 

Запишем очевидное равенство: 

ABAB rrr  ,                             (11) 
отсюда можно найти расстояние между 
точками А и  В 

ABAB rrr                               (12) 

или, с учетом  (1) (2) , получим: 
)()()(3

1

)()(3

1

)(
3434

ooo

i

o
i

o

i

o
i BABAAB rrrrrrr  


,  (13) 

где ;
АВ

АВ
АВ y

x
r  ;

43

43
3

ВО

ВО
В y

x
r 

АО

АО
А y

x
r

43

43
4  . 

Отсюда следует, что перемещение 
ГЛГК зависит только от положения 
векторов Вr3 и Аr4 .Текущая длина ГЛГК 

определится по формуле 

АВАВ
2 yxL 22  .                  (14) 

Для моделирования движения 
БТШС примем, что планируемый закон 

изменения угла *
5  является гладкой 

функцией, которая, как и ее первая и 
вторая производные, не имеет разрывов 
в начальный и конечный моменты дви-
жения. Такая функция может быть  
представлена в виде комбинации отрез-
ков прямой и двух полиномов седьмого 
порядка. Будем считать, что общее вре-
мя выполнения упражнения состоит из 
четырех отдельных этапов: 

T =t1 + t2+ t3+ t4,                  (15) 
где t1 – время подготовки; t2 – выполне-
ния наклона; t3 – фиксации спины в по-
ложении наклона и отрыва груза от по-
верхности;  t4 – подъема спины.  


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
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
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


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
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0
4

32
*

max44
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7

0
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ttttdt

tttt

ttttct

ttt

i

i
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i

i
i


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



.

      (16) 

Динамическая модель движения эк-
зоскелета с ГЛГК можно описать с по-
мощью нелинейного матричного урав-
нения, имеющего вид 

( ) ( ) ,X A X B X U  ,                   (17) 
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ТUФU )0,0),(,0( 2 .                  (20) 

Определение внешних возмущаю-

щих моментов (момент веса) на всем 

временном интервале  

4tt0       

представим в виде: 

sinL(gsinmL 885555  M
))Nt-(t-g)mt-(t)(sinL 802182255  .(21) 
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Результаты и их обсуждение  

Рассмотрим результаты вычисли-
тельного эксперимента, полученного пу-
тем интегрирования системы уравнений 
(17). Изменение желаемого угла наклона 
спины оператора )(4 t (16), нормальной 

реакции груза )(tN80 , момента силы ве-

са )(5 tM  (21) представлены на рис.3. 

 
Рис. 3. Изменение желаемого угла наклона  спины оператора 4(t), нормальной  

реакции груза N80(t), момента силы веса M5(t)  

Fig. 3. Change in the desired angle of inclination of the operator's back 4(t), normal reaction  
of the load N80(t), of the gravity moment M5(t) 

Зависимости построены для следу-
ющих интервалов времени 11 t ; 22 t ; 

33 t ; 44 t . 

Графики показывают, что в правой 
части дифференциальных уравнений дви-
жения (18) имеет место геометриче- 
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ская и физическая нелинейности, а так-
же немонотонное изменение возмуща-
ющих воздействий в зависимости от 
времени.  

Далее на рис.4 приведены графики 
изменения углов наклона оператора и 
экзоскелета. 

 

 
Рис. 4. Графики изменения углов наклона оператора и экзоскелета: 1 – зависимость угла 

поворота спины экзоскелета )(4 t ; 2 – зависимость реального угла поворота спины 

оператора )(5 t ;
 
3 – зависимость реального угла поворота спины оператора )(*

5 t . 

Ku  = 30; Kdu = 0,1; Кр = 0; Kd = 0; С54 = 3000; М54 = 100; С = 7000Н/м 

Fig. 4. Graphs of changes in the turning angles of the operator and the exoskeleton:  
1 – dependence of the turning angle of the back of the exoskeleton; 2 – dependence of the 
actual turning angle of the operator's back; 3 – dependence of the actual turning angle of the 
operator's back  )(*

5 t . Ku  = 30; Kdu = 0,1; Кр = 0; Kd = 0; С54 = 3000; М54 = 100;  

С = 7000 N/m 

На рис. 5 показаны графики изме-
нения момента, создаваемого ГЛГК. 
График 1 соответствует моменту, со-
здаваемому упругим элементом. Гра-
фик 2 – моменту, создаваемому элек-
троприводом. На рис. 6 показано изме-

нение тока в электроприводе ГЛГК, 
графики изменения момента, создавае-
мого ГЛГК. График 1 соответствует 
моменту, создаваемому упругим эле-
ментом. График 2 – моменту, создавае-
мому электроприводом.  
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Рис. 5. Графики изменения момента, создаваемого ГЛГК: 1 – момент упругого элемента;  

2 – момент электропривода 

Fig. 5. Graphs of changes of the moment created by GLGK: 1 – elastic element moment;  
2 –electric drive moment 

 
Рис. 6. Изменение тока в электроприводе ГЛГК 

Fig. 6. Current change in the GLGK electric drive 
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Выводы 

По результатам работы можно сде-
лать следующие выводы. 

1. Разработана кинематическая мо-
дель движения экзоскелета с ГЛГК. 
Определены зависимости деформации 
ГЛГК от величины геометрических раз-
меров и углов поворота спины 4  и 

бедра 3 , определяющих положение 

шарниров ЛГК.  
2. Получены динамические модели 

движения в виде системы дифференци-
альных уравнений второго порядка, свя-
зывающие между собой моменты, дей-
ствующие на оператора и экзоскелет, 
угловые ускорения спины оператора и 

экзоскелета, приобретаемые в результа-
те действия этих моментов. 

3. Для моделирования подъема гру-
за применен принцип декомпозиции, 
позволяющий разделить процесс на че-
тыре этапа, что позволяет рассматривать 
каждый этап независимо от других эта-
пов, для связи между которыми предла-
гается использовать граничные условия. 
Для каждой фазы движения экзоскелета 
сформулированы и решены задачи ки-
нематики и динамики функционирова-
ния системы. Построены зависимости 
изменения углов наклона оператора и 
экзоскелета, а также изменения момен-
та, создаваемого ГЛГК и изменения то-
ка в электроприводе.  
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Определение границы сжимаемой толщи  
при проведении инженерных изысканий 
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Резюме 

Цель исследования. Ошибки и неточности при составлении отчетных материалов, по результатам 
инженерных изысканий, являющихся неотъемлемой и важной частью проектно-сметной документации, 
могут привести к необратимым последствиям и значительно сократить срок эксплуатации зданий и 
сооружений. Основной сложностью при исследовании физико-механических свойств грунта строительной 
площадки является определение глубины выработки. Это связано с тем, что увеличение расчетной 
глубины приводит к повышению стоимости работ, а ее снижение – к риску возникновения неточностей и 
ошибок при проектировании фундаментов зданий и сооружений. В соответствии с действующими 
нормативными документами выработка при проведении инженерно-геологических изысканий должна 
быть на 1-2 метра ниже границы сжимаемой толщи. Приведено условие, на основании которого 
определяется указанная граница. Разработка методики, позволяющей определять глубину сжимаемой 
толщи на этапе проведения инженерных изысканий с достаточной точностью, представляет 
практически важную задачу. 
Методы. Определив природное напряжение ߪ௭௚,଴ как произведение глубины заложения фундамента d на 
удельный вес грунта, залегающего выше подошвы ɣூூ

′ , учитывая, что среднее давление стремится к 
значению расчетного сопротивления грунта, показано, что основное влияние на параметры сжимаемой 
толщи, а соответственно и на значение глубины выработки, оказывает физико-механическое строение 
грунта основания.При этом напряжения, предаваемые фундаментом здания или сооружения, оказывают 
косвенное воздействие. 
Результаты. Определены максимальные значения глубины выработки при производстве инженерно-
геологических изысканий для песка плотного крупного, средней плотности и крупности и мелкого и супеси. 
Заключение. Сделан вывод о том, что приведённая методика позволяет определять глубину выработки 
при проведении инженерно-геологических изысканий с достаточной точностью. 
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ческое строение. 
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Abstract 

Purpose of research. Errors and inaccuracies in the preparation of deliverables based on the results of engineering 
surveys which are an integral and important part of the design and estimate documentation, can lead to irreversible 
consequences and significantly reduce the life of buildings and structures. The main difficulty in investigating soil 
physical and mechanical properties at a construction site is to determine the depth of excavation. This is due to the 
fact that an increase in the calculated depth leads to the increase in the cost of work, and its decrease leads to the 
risk of inaccuracies and errors in the design of foundations of buildings and structures. In accordance with the current 
regulatory documents, the excavation depth during soil investigation should be 1-2 meters below the boundary of the 
compressible strata. The condition on the basis of which the specified boundary is determined is provided. The de-
velopment of a technique that allows determining the depth of the compressible strata at the stage of engineering 
surveying with adequate accuracy is an important task from a practical standpoint.  
Methods. Determining natural stress ߪ௭௚,଴ as the product of foundation depth d and the specific gravity of the soil 

above the base  ɣூூ
′ , taking into account the fact that the average pressure tends to the value of the estimated re-

sistance of the soil, it is shown that physical-mechanical structure of the base soil exerts the main  influence on the 
parameters of the compressible strata, and correspondingly, to the excavation depth value. In this case, the stresses 
transferred by the foundation of a building or structure have an indirect effect.  
Results. The maximum values of the depth of excavation for engineering and geological surveying for tight coarse 
sand, medium density and fineness sand, and fine sand and sandy loam are determined.  
Conclusion. It is concluded that the given technique allows determining the depth of excavation during engineering 
and geological surveying with an adequate accuracy. 
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Введение 

Материалы, содержащие результа-
ты инженерных изысканий, являются 
неотъемлемой и важной частью проект-
но-сметной документации. Ошибки и 
неточности, допущенные при лабора-
торном исследовании, могут привести к 
необратимым последствиям, значитель-
но сократив срок эксплуатации зданий и 
сооружений1 [1-19]. Инженерные изы-
скания подразумевают собой исследова-
ние физико-механических свойств грунта 
строительной площадки. В ходе анализа 
полученных данных перед инженерами 
появляется сложный вопрос об опреде-
лении глубины выработки. Это связано 
с тем, что увеличение указанной глуби-
ны приводит к повышению стоимости 
работ, а ее снижение – к риску возник-
новения неточностей и ошибок при 
проектировании фундаментов зданий и 
сооружений. 

В соответствии с действующими 
нор-мативными документами глубина 
выработки при проведении инженер-
но-геологических изысканий должна 
быть на 1-2 метра ниже границы сжи-
маемой толщи. С учетом требований 
СП 22.13330.2016 определить указанную 
глубину можно из равенства вертикаль-
ного напряжения и половины природ-
ного: 

                                                
1 Ахлюстин О.Е. Закономерности изменчи-

вости физико-механических свойств просадочных 
грунтов Анапского р-на Краснодарского края: 
автореф. дис. ... канд.геол.-мин.наук.  Екатерин-
бург, 2013. 

 

 α∙p=0,5∙൫σzg,0+z∙ɣII൯,                      (1) 
где ݌ – среднее давление под подошвой 
фундамента; ߪ௭௚,଴ – природное напряже-
ние на уровне дна котлована; ɣூூ – осред-
ненное значение удельного веса грунта, 
залегающего ниже подошвы фундамента. 

Основная сложность при определе-
нии границы сжимаемой толщи состоит 
в том, что в большинстве случаев дан-
ные о физико-механических характери-
стиках грунтов строительной площадки 
известны приблизительно или не из-
вестны совсем. При этом расчет глуби-
ны выработки сводится к определению 
осредненных данных, представленных в 
таблицах действующих нормативных 
документов.  

Следовательно, разработка методи-
ки, позволяющей определять глубину 
сжимаемой толщи на этапе проведения 
инженерных изысканий с достаточной 
точностью, представляет практически 
важную задачу. 

Материалы и методы 

Определив природное напряжение 
-௭௚,଴ как произведение глубины залоߪ
жения фундамента d на удельный вес 
грунта, залегающего выше подошвы ɣூூ

ᇱ , 
считая на этапе предварительного рас-
чета ɣூூ

ᇱ = ɣூூ, представим выражение 
(1) в виде 

        
α∙p
ɣII

=0,5∙(d+z).                                      (2) 

Учитывая, что для фундамента, за-
проектированного с минимальным тре-
буемым запасом несущей способности  
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по второй группе предельных состоя-
ний, среднее давление под подошвой 
стремится к значению расчетного со-
противления грунта основания, выра-
жение (2) можно представить в следу-
ющем виде: 

α∙R
ɣII

=0,5∙(d+z).                                    (3) 

При определении глубины выра-
ботки на этапе проведения инженерно-
геологических изысканий глубина фун-
дамента d определяется из конструк-
тивных особенностей зданий и соору-

жений и сезонного промерзания грунта. 
Отношение расчетного сопротивления 
грунта к удельному весу – специфиче-
ский показатель для каждого строи-
тельного участка.  

Результаты и их обсуждение 

В связи с тем, что коэффициент α 
имеет сложную математическую зави-
симость от глубины z, отсчитываемой 
от уровня подошвы фундамента, урав-
нение (3) удобно решать графически 
(рис. 1).  

 

 
Рис. 1. К определению глубины сжимаемой толщи 

Fig. 1. To the determination of the depth of the compressible strata 

Из равенства (3) видно, что макси-
мальное значение глубины выработки, 
необходимой при выполнении инже-
нерно-геологических изысканий, прямо 
пропорционально отношению расчет-
ного сопротивления грунта к удельному 
весу. При этом указанная глубина не 
зависит от предаваемой на основание 
нагрузки. 

R
ɣII

= 0,5∙(d+z)
α

.                          (4) 

Для решения уравнения (4) построим 
график зависимости отношения расчет-
ного сопротивления грунта к удельному 

весу от глубины z: 
R
ɣII

=f(z) (рис. 2). 
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Рис. 2. Зависимость отношения расчетного сопротивления грунта к удельному весу от глубины 

Fig. 2. Dependence of the ratio of the calculated soil resistance to the specific gravity on the depth 

С учетом действующих норматив-

ных документов отношение 
R

ɣII
 для пес-

ка плотного крупного составляет 37, 
для песка средней плотности и крупно-
сти – 25; для мелкого – 17,65; для супе-
си – 8,82. 

Следовательно, максимальное зна-
чение глубины выработки при производ-
стве инженерно-геологических изыска-
ний составляет: для песка плотного круп-
ного (14,5 м+d), для песка средней плот-
ности и крупности –(14,1 м+d); для мелко-
го – (10,2 м+d); для супеси – (7,65 м+d). 

Выводы 

Приведённая методика позволяет оп-
ределять глубину выработки при прове-
дении инженерно-геологических изыска-
ний с достаточной точностью. Основное 
влияние на параметры сжимаемой тол-
щи, а соответственно и на значение ука-
занной глубины, оказывает физико-ме-
ханическое строение грунта основания. 
Напряжения, предаваемые фундамен-
том здания или сооружения, оказывают 
косвенное воздействие.  
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Исследование влияния срока хранения древесины сосны  
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Резюме 

Цель исследования. Исследование влияния срока хранения древесины сосны на выносливость при сжатии 
вдоль волокон, а также обоснование полученных результатов. Древесина анизотропна, в зависимости от 
направления волокон механические и физические свойства материала сильно отличаются. 
Методы. Древесина анизатропна, изменение её выносливости зависит не только от условий, срока 
хранения, влажности, но и от направления волокон в брусе. Однако актуальность использования этого 
материала до сих пор остается неизменной. Испытания проводились на прессе типа УМ-5. После 
проведения исследования на сжатие проводили испытания на определение влажности и результаты 
испытаний образцов приводили к результатам при влажности 12%. Неиспытанные образцы хранились с 
1981 г. по 2019 г. в условиях лаборатории кафедры промышленного и гражданского строительства Юго-
Западного университета. В 2019 г. хранившиеся образцы были подготовлены к испытаниям и испытаны. 
Результаты. Для получения обоснованных данных о влиянии срока хранения древесины на выносливость 
был проведен эксперимент с брусками, подвергшимися 39-летнему ожиданию в лаборатории кафедры 
ПГС. Из числа образцов выбрали 16 образцов, которые испытывали на кратковременную нагрузку при 
сжатии вдоль волокон. Для этих образцов на прессе УМ-5 были записаны диаграммы: «Нагрузка-перемеще-
ние». Эксперимент показал два вида разрушения образца, по которым был сделан соответствующий 
вывод. 
Заключение. Прочностные характеристики, выявленные вследствие экспериментов из ядровой и 
заболонной древесины сосны на образцах 20х20х30 в 1981 г. и в 2020 г., существенно отличались от 
нормального, на это оказала влияние сравнительно небольшая выборка. 
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Alexander V. Masalov 1. , Victoria A. Solodilova 1 

1 Southwest State University 
50 Let Oktyabrya str. 94, Kursk 305040, Russian Federation 

 e-mail: masalow.al@yandex.ru 

Abstract 

Purpose of research. Study of the influence of pine wood shelf life on endurance under compression along the 
grains, as well as grounds for results obtained. Wood is anisotropic, depending on the grains, the mechanical and 
physical properties of the material differ greatly. 
Methods Wood is anisatropic, the change in its endurance depends not only on conditions, shelf life, moisture, but 
also on the direction of the grains in the timber. However, the relevance of using this material still remains 
unchanged. The tests were carried out on a press of the UM-5 type. After carrying out the compression test, moisture 
tests were performed and the test results of the specimens were reported at 12% moisture. Untested samples were 
stored from 1981 to 2019 in the laboratory of the Department of Industrial and Civil Engineering at South-West 
University. In 2019, the stored samples were prepared for testing and tested.   
Results. To obtain substantiated data on the influence of wood shelf life on endurance, an experiment was carried 
out with the bars that had undergone a 39-year wait in the laboratory of the Department of Industrial and Civil 
Engineering. From among the samples, 16 samples were selected, which were tested for short-term compression 
load along the grains. For these samples diagrams “Load-displacement” were recorded on the press UM-5. The 
experiment showed two types of sample destruction which led to the corresponding conclusion.  
Conclusion. The strength characteristics revealed as a result of experiments from core and sapwood of pine on 
samples 20x20x30 in 1981 and in 2020 significantly differed from normal ones, this was influenced by a relatively 
small number of samples. 
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Введение 

Древесина – древнейший строитель-
ный материал, который использовал че-
ловек в своей хозяйственной, строитель-
ной деятельности. Актуальность исполь 

 
зования этого материала до сих пор оста-
ется неизменной. Его экологические, 
прочностные, физико-химические харак-
теристики весьма высоки. 
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Древесина анизотропна, в зависи-

мости от направления волокон механи-
ческие и физические свойства материа-
ла сильно отличаются. В этой работе 
приведены результаты исследований дре-
весины сосны после длительного хране-
ния на сжатие вдоль волокон  

Материалы и методы 

Двумя основополагающими компо-
нентами в прочности древесины явля-
ются лигнин и целлюлоза. Лигнин, яв-
ляясь связующим веществом, подобно 
бетону в железобетонных конструкци-
ях, обеспечивает прочность на сжатие 
древесины. В то же время целлюлоза 

выполняет роль «арматуры», выдержи-
вает нагрузку на растяжение. Такой 
тандем позволяет использовать древе-
сину в качестве материала для несущих 
конструкций. Однако свойства лигнина 
и целлюлозы с течением времени могут 
меняться по причине процессов окисле-
ния. Этот факт должен быть учтён при 
оценке эксплуатационного ресурса кон-
струкций. 

Для проведения исследования вы-
носливости сосны при сжатии вдоль во-
локон использовались образцы стан-
дартных размеров 20х20х30 мм, ото-
бранные согласно схеме, приведенной 
на рис.1. 

 

 

 
 

Рис. 1. Схема отбора образцов из соснового бревна. Стандартный образец 

Fig. 1. Scheme of sampling from a pine log. Standard sample 

К образцам применялась двухста-
дийная сушка для достижения равновес-
ной 10% влажности. Маркировка образца 
проводилась по следующей схеме: 3б15, 
где 3 - номер сектора, б - номер рейки, 
15-номер образца по длине рейки (рис.1).  

Для выяснения изменчивости проч-
ности деревянных образцов и установле-
ния закона распределения совокупности 
измерений были проведены испы-тания 
кратковременной нагрузкой 64 образцов  
 

на сжатие вдоль волокон. Испытания 
первых серий образцов в соответствии с 
ГОСТ 16483.20-73 были выполнены в ла-
боратории кафедры строительной меха-
ники и сопротивления материалов Кур-
ского политехнического института (в 
настоящее время Юго-Западный государ-
ственный университет) в 1981г. Испыта-
ния проводились на прессе типа УМ-5. 
Данные о прочностных свойствах образ-
цов древесины заносили в табл. 1. 
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После проведения испытаний на 
сжатие проводили испытания на опре-
деление влажности и результаты испы-
таний образцов приводили к результа-
там при влажности 12%. 

Неиспытанные образцы хранились 
с 1981 г. по 2019 г. в условиях лабора-
тории. 

В 2019 г. хранившиеся образцы были 
подготовлены к испытаниям и испытаны. 

Измерение влажности древесины 
производилось ускоренным сушильно-
весовым методом с помощью низко-
температурной лабораторной электро-
печи SNOL 67/350. 

Перед испытаниями каждый обра-
зец взвешивался на лабораторных весах 
ВЛТЭ-1100. 

Сушка образцов производилась по 
методике ГОСТ 16483.7-71 в электро-
печи с принудительной циркуляцией 
воздуха.  

Измерения прочности на сжатие 
вдоль волокон деревянных образцов в 
2019 г. проводились в лаборатории про-
мышленного и гражданского строитель-
ства с помощью пресса гидравлическо-
го ПГМ-100МГ4А.  

Для исследования статистической 
изменчивости прочности и установле-
ния закона распределения совокупности 
измерений отбирали образцы различ-
ных серий (1а,3а, 5б). 

Образец подвергался нагружению с 
постоянной скоростью. Скорость нагру-
жения была такова, что образец разру-
шался через (1,0±0,5) мин после начала 
испытания.  

Результаты и их обсуждение 

В табл. 2 приведены результаты ис-
следования образцов из заболонной ча-
сти ствола древесины, выполненные в 
2019 г.  

Таблица 1. Результаты испытаний на прочность при сжатии вдоль волокон, кгс, (по данным  
исходного журнала испытаний 1981г) (начало) 

Table 1. Results of testing the strength in compression along grains, kgf, (according to the original test  
log 1981) (beginning) 

№ I II III IV 
а б а б а Б а б 

0  2315  1830  1860  2285 
10 1910 2310 1870 1790 1920 1800 2190 2235 
20 1800 1155 1760 1670 1865 1765 1900 2050 
30  2050  1780  1880  1980 
40 1485 2150 1790 1775 1985 1990 1910 1980 

№ V VI VI VIII 
а б а б а Б а б 

0  2030  2020  2430  2180 
10 1840 1840 1950 1885 2175 2510 2230 2200 
20 1770 1800 1730 1775 1990 2090 2130 2265 
30  1890  1580  2140  2000 
40 1915 2135 1905 1860 2210 2490 2040 2235 
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В табл. 3 – результаты образцов из 

ядровой части ствола древесины на 
сжатие вдоль волокон, выполненные в 
2019 г. 

Из числа образцов выбрали 16 об-
разцов, которые испытывали на кратко-
временную нагрузку при сжатии вдоль 
волокон. Для этих образцов на прессе 
УМ-5 были записаны диаграммы: «На-
грузка-перемещение» (рис.2). 

При сжатии вдоль волокон призма-
тических образцов наблюдались две 
формы разрушения (рис. 3). 

Первая форма разрушения – склад-
ка образуется по поверхности образца 
продольной оси образца под углом око-
ло 600, обеспечивает возможность боко-
вых и вертикальных смещений без 
нарушения связи между волокнами в 
направлении продольной оси образца. 

 
 

 
Рис.2. Характерная диаграмма 

«Нагрузка-перемещение»  
(по данным отчёта 1981 г.) 

Fig. 2. Typical load-displacement diagram 
(according to the 1981 report) 

 

 
                            а)   

     
                         б) 

Рис.3: а – Первая форма разрушения образца при кратковременной нагрузке - складка по 
поверхности образца; б – Вторая форма разрушения - перекос в результате потери 
устойчивости формы образца (по данным исходного журнала испытаний 1981 г.) 

Fig. 3: a – The first form of fracture of the sample under short-term load is a fold over the surface  
of the sample; б – The second form of fracture - skew as a result of loss of stability of the 
sample shape (according to the original test log of 1981) 
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С образованием складки наступает 
уравновешенная стадия разрушения об-
разца, сопровождаемая понижением на-
грузки на образец и увеличением общих 
деформаций образца при снижении его 
упругих свойств. 

Вторая форма разрушения – перекос 
в результате потери устойчивости формы 
образца. Деформирование образца после 
возникновения перекоса при общем уве-
личении деформаций вследствие нерав-
номерного смятия торцов сопровождает-
ся уменьшением деформаций волокон 
образца за счет уменьшения нагрузки.  

Таблица 2. Результаты испытаний на прочность 
при сжатии вдоль волокон забо-
лонной части древесины, 2019 год 

Table 2. Results of compressive strength tests 
along the grain of the sapwood, 2019 

№ образца 
Результат испытаний  

на прочность при сжатии 
вдоль волокон, кН 

1а16 19,53 
1а32 18,11 
1а36 17,17 
1а41 16,22 
3а18 19,67 
3а23 19,86 
3а27 21,18 
3а30 22,29 
5б14 18,68 
5б24 18,78 
5б27 19,74 
5б42 20,36 

Таблица 3. Результаты испытаний прочности  
на сжатие вдоль волокон ядровой 
части древесины, 2019 г. 

Table 3. Results of compressive strength tests 
along the grains of the core wood, 
2019 

№ образца 
Результат испытания  
прочности на сжатие 

вдоль волокон, кН 
1в6 22,36 
1в8 20,09 
1в13 22,32 
1в17 22,15 
1в19 24,19 
1в24 24,82 
1в27 23,88 
1в22 22,79 
1в38 27,34 
8в4 31,93 
8в7 30,05 
8в12 30,81 
8в18 31,8 
8в22 30,08 
8в25 31,79 
8в28 30,64 
8в31 30,85 
8в35 28,87 

8в42 24,14 
 

Выводы 

На основе полученных данных мож-
но сделать вывод, что прочностные ха-
рактеристики, выявленные вследствие 
экспериментов из ядровой и заболонной 
древесины сосны на образцах 20х20х30 
в 1981 г. и в 2020 г. существенно отли-
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чались от нормального, на это оказала 
влияние сравнительно небольшая вы-
борка -10, 20, 11 и 12 результатов в 
каждой серии. Статистически достовер-

ного снижения предела прочности на 
сжатие как заболонной, так и ядровой 
сосны в течение прошедшего времени 
между экспериментами не установлено.  
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Резюме 

Цель исследования. Получить двухпараметрическую модель, характеризующую аэродинамические и тепло-
обменные процессы, протекающие в вихревом теплообменном аппарате, дающие лучшее согласование рас-
четных и опытных значений коэффициента теплоотдачи с учетом кривизны движения закрученного потока 
газа в вихревом теплообменном аппарате, в котором в качестве источника тепловой энергии используется 
регулируемый перепад давления газа. Данное техническое решение позволит отказаться от установки 
автономных источников тепловой энергии, что снизит затраты на газ как топливо в системе отопления 
производственного помещения газораспределительного пункта (ГРП), а так же обеспечит более комфортные 
условия работы регулятора давления ГРП. 
Методы. Комплексный анализ тепловых и гидравлических характеристик в вихревом теплообменном аппа-
рате на основе известных теоретических положений и уравнений движения закрученного потока газа и тепло-
обменных закономерностей.  
Результаты. Получена зависимость, характеризующая интенсификацию теплообмена, базирующуюся на 
влиянии осевой и вращательной скорости, а также пути движения закрученного потока газа. Данная зависи-
мость получена на основании комплексного анализа аэродинамических и теплообменных характеристик 
вихревого теплообменного аппарата, в котором в качестве источника тепловой энергии используется 
регулируемый перепад давления газа.  
Заключение. Полученная двухпараметрическая модель позволяет получить наилучшее согласование расчетных 
значений коэффициента теплоотдачи со значениями, полученными опытным путем, которые использовались в 
теплотехническом расчете конструктивных параметров вихревого теплообменного аппарата. 
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Abstract 

Purpose of research. To obtain a two-parameter model characterizing the aerodynamic and heat exchange 
processes occurring in a vortex heat exchanger, giving a better agreement between the calculated and experimental 
values of the heat transfer coefficient taking into account the curvature of the swirling gas flow in a vortex heat 
exchanger, in which a controlled gas pressure drop is used as a source of thermal energy. This technical solution will 
make it possible to abandon the installation of autonomous sources of thermal energy, which will reduce the cost of 
gas as a fuel in the heating system of the industrial premises of the gas distribution point (GDP), as well as provide 
more comfortable working conditions for the hydraulic fracturing pressure regulator. 
Methods. Comprehensive analysis of thermal and hydraulic characteristics in a vortex heat exchanger is based on 
well-known theoretical positions and equations of motion of a swirling gas flow and heat exchange laws. 
Results.  It is obtained a dependence that characterizes the intensification of heat transfer based on the influence of 
the axial and rotational speed, as well as the path of motion of the swirling gas flow. This dependence is obtained on 
the basis of a comprehensive analysis of the aerodynamic and heat exchange characteristics of a vortex heat 
exchanger, in which a controlled gas pressure drop is used as a source of thermal energy.  
Conclusion. The obtained two-parameter model gives the best agreement of the calculated values of the heat 
transfer coefficient with the values obtained experimentally, which were used in the thermal engineering calculation of 
the design parameters of the vortex heat exchanger. 
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Введение 

В настоящее время особое внима-
ние уделяется вопросам энергосбереже-

ния и экологической безопасности в об-
ласти топливно-энергетического ком-
плекса зданий различного назначения, в 
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том числе и небольших производствен-
ных зданий  [1, 2, 3, 4, 5]. 

В газорегуляторном пункте регуля-
торы давления работают на достаточно 
высоком, от 3,5 и более кратном, пере-
паде входного и выходного значений 
давления с невостребованным погаше-
нием избытка энергии. Погашение это-
го избыточного давления газа, посту-
пающего из магистрали к потребителю 
[6, 7], возможно при применении вих-
ревого теплообменного аппарата, кото-
рый может использоваться в качестве 
элемента системы отопления помеще-
ния газораспределительного пункта. 

Данное техническое решение поз-
волит отказаться от установки автоном-
ных источников тепловой энергии, что 
даст возможность снизить затраты на 
топливо, уменьшить выбросы загряз-
няющих веществ в окружающую среду, 
а также обеспечить более комфортные 
условия работы регулятора давления 
из-за уменьшения перепада регулируе-
мого давления газа, поступающего к 
потребителю. 

В статье [8] на основании значений 
коэффициента теплоотдачи на лопасти 
завихрителя, полученных в ходе экспе-
риментальных исследований на лабора-
торной установке [9], был произведен 
теплотехнический расчет параметров 
конструкции вихревого теплообменни-
ка. На основании чего была подтвер-
ждена возможность использования вих-
ревого теплообменного аппарата в ка-
честве элемента системы отопления га-
зорегуляторного пункта, в котором в 

качестве источника тепловой энергии ис-
пользуется регулируемый перепад давле-
ния газа. 

В связи с этим, возникла необходи-
мость в получении двухпараметрических 
моделей, которые характеризуют аэроди-
намические и теплообменные процессы, 
протекающие в вихревом теплообменном 
аппарате, с целью получения значений 
коэффициента теплоотдачи на лопасти 
завихрителя, наиболее близких к экспе-
риментальным данным.  

Материалы и методы 

Как известно, закрутка потока при 
различных граничных условиях приво-
дит к увеличению коэффициента тепло-
обмена, но одновременно увеличивают-
ся энергетические затраты на продви-
жение теплоносителя по длине вихрево-
го теплообменника1 [10]. 

Движение природного газа в тепло-
обменнике в виде вихревого потока ха-
рактеризуется соизмеримыми значени-
ями осевой и вращательной составляю-
щих скорости, действием центробеж-
ных массовых сил, продольными и по-
перечными градиентами давления, кри-
терием климатического подобия закру-
ченных потоков [11]. 

Закручивание природного газа за-
вихрителем придаёт потоку вращатель-
ную составляющую скорости, возник-

                                                
1 Системы утилизации тепла вытяжного воз-

духа в общественных зданиях и сооружениях: 
Типовые материалы для проектирования. 904-02-
24.86. Киев: ЦНМИЭП инженерного оборудова-
ния, 1988. 98 с. 
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новению в нём центробежных массовых 
сил и образованию радиального гради-
ента статического давления. При этом 
вектор скорости потока отклоняется от 
осевого направления, а основной харак-
теристикой закрученного течения явля-
ется угол закрутки потока между векто-
ром его суммарной скорости и осью 
теплообменника.  

Вследствие уменьшения интенсив-
ности закрутки по длине вихревого теп-
лообменника статическое давление на 
стенке уменьшается, а в приосевой об-
ласти возрастает. В пристенной области 
при этом имеет место течение с отрица-
тельными продольными градиентами 
скорости и давления, а в приосевой – с 
положительными, что отличает закру-
ченное течение от осевого. 

Рассмотрим дифференциальные урав-
нения движения закрученного потока в 
теплообменнике в проекциях на оси Х и 
  в приближении к пограничному сло-
ю [12]: 

       rx
2 r

r
rP

x
r

x
r

r












 (1) 

     








r
22 r

r
ru

x
r

r
,  (2) 

где rx  и r  - касательные напряжения 

трения в осевом и тангенциальном 
направлениях. 

Интегрируя эти уравнения по пло-
щади сечения, получим: 

 x

R

0

R

0

2 RdrPr
dx
drdr

dx
d ,      (3) 

.        (4) 

Введём в решение момент количе-
ства движения потока M и количества 
его движения 1K . Тогда выражения (3) 

и (4) примут вид: 

   x
2

p1 R4KK
dx
d         (5) 

 2R4
dx
dM ,         (6) 

где   
R

0
p drrP2K  - интеграл от сил 

давления; 

rdr2K
R

0

2
1    и  

drru2M 2
R

0
  ; 

R – внутренний диаметр канала 
(вихревого теплообменника); 

x,,r   - цилиндрические коорди-

наты; 
,,u  - вращательная, осевая и ра-

диальные скорости; 
  - плотность закручиваемого по-

тока природного газа. 
Анализ уравнений (5) и (6) показы-

вает, что интенсивность закрутки пото-
ка в вихревом теплообменнике, выпол-
ненном в виде трубы, может опреде-
ляться только тремя безразмерными па-
раметрами: 

R)KK(
M

21 
  ;

RK
M

1

'   ;  









xr
tg =





xr
.         (7) 

Первый параметр характеризует со-
отношение вращательного и полного 
количества движения в интегральной 
форме и используется при анализе аэро-

 2
R

0

2 Rdrur
dx
d
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динамики закрученных струй. Второй 
параметр определяет соотношение вра-
щательного и осевого количества дви-
жения в интегральной форме. Третий 
параметр является отношением поверх-
ностных напряжений трения в направ-
лениях xи  и равен тангенсу пре-

дельного (поверхностного) угла закрут-
ки потока. 

Двухфазный закрученный поток со-
храняет основные закономерности од-
нофазного потока. Количественные от-
личия определяются плотностью и диа-
метром частиц, их объёмной концен-
трацией разностью скоростей фаз. В 
двухфазном потоке существенно воз-
растает поверхностное трение, умень-
шаются толщины и области пристенно-
го течения (пограничного слоя) в осе-
вом и тангенциальном направлениях. 

При течении закрученных потоков 
в трубах гидравлические потери обу-
словлены тремя составляющими: поте-
рями на трение о стенку канала; поте-
рями на трение в потоке вследствие по-
перечных градиентов скорости и давле-
ния, формированием зоны обратных те-
чений и высокой турбулентности; вы-
ходными потерями, когда на выходе из 
трубы поток сохраняет закрутку. 

В соответствии с уравнениями (5) и 
(6) для определения касательных на-

пряжений трения в осевом x  и тан-

генциальном   направлениях, находим 

суммарное напряжение трения на внут-
ренней стенке канала: 

  2
x tg1  ,        (8) 

где 



 




x

tg  - тангенс предельного 

угла закрутки на стенке канала. 
Гидравлические потери закрученно-

го потока определим на основе уравне-
ния Бернулли, описывающего неравно-
мерное по радиусу распределение скоро-
стей и давлений. Тогда коэффициент 
гидравлического сопротивления равен: 

2
срG
E2


 ,          (9) 

где E – энергия закрученного потока, 

rdrP2E
R

0
пол ; 

полP  - полное давление потока теп-

лоносителя; 

ср  - средняя осевая скорость. 

Потери энергии на единицу длины 
трубы характеризуются коэффициентом 
сопротивления: 

срGx
E2



 ,        (10) 

где x  - относительные координаты, 

R2
xx  . 

Величины   и  зависят от сте-

пени закрутки потока на входе и отно-
сительной длины трубы. 

Теплообмен в вихревом теплооб-
меннике c использованием сжатого воз-
духа хорошо исследован [13, 14] и ха-
рактеризуется непосредственной близо-
стью к завихрителю. Структура потока 
и закономерности теплообмена опреде-
ляются способом начальной закрутки и  
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в диапазоне изменения среднего числа 

xRe  от 105 до 107. Опытные данные 
обобщены уравнением [15, 16]: 

    8,03
0

77,0
вхx Red42,0exptg1026,0Nu   ,(11) 

где   - параметр, учитывающий изме-
нение максимальной осевой скорости 
по длине трубы 

  8,0
вхmax

max




 ;  

вх  - угол закрутки потока на входе. 
Определяющим размером является 

расстояние X, определяющей темпера-
турой – среднемассовая температура в 
рассматриваемом сечении. В число Рей-
нольдса входит максимальная осевая 
скорость в сечении X. 

На основном участке в вихревом 
теплообменнике закономерность тепло-
обмена определяется только интенсив-
ностью закрутки потока и в результате 
анализа известных теоретических по-
ложений [17, 18] и обработки экспери-
ментальных данных получим уравнение 
подобия: 

 T
4,08,0

x PrRe029,0Nu  ,   (12) 

где T  - функция неизометричности, 

  6,1

T 12   

  - температурный фактор,  

fT
T ; 

T  - температура стенки вихревой 
трубы; 

fT  - температура газового потока. 
Определяющим размером в этом 

уравнении является расстояние х, опре- 
деляющей температурой – температура  

вне области пристенного течения. В 
число Рейнольдса входит текущее зна-
чение максимальной осевой скорости. 

Влияние закрутки на локальную 
теплоотдачу характеризуется относи-
тельной функцией: 

78,044,01  .       (13) 

В этом случае теплообмен по длине 
вихревого теплообменника описывается 
уравнением 

T
75,0

l
25,0

T PrRe0128,0St  


l  ,     (14) 

где lSt  - локальное число Стантона,  

lx
l PrRe

NuSt   ; 

TRe  – тепловое число Рейнольдса, в 

котором определяющим размером явля-
ется толщина пограничного слоя вихре-

вой трубы T  [19]; 

 
2

T 1
2











  - фактор неизотер-

мичности. 
Относительная функция закрутки 

характеризуется уравнением 

  57,01 .       (15) 

Уравнение (15) используется при ре-
шении интегрального уравнения энергии, 
что позволяет получить уравнение по-
добия для различных законов измене-
ния температуры стенки вихревого теп-
лообменника по его длине. 

Учитывая винтовой характер дви-
жения теплоносителя, а также данные о 
физической структуре природного газа, 
запишем уравнение подобия: 

ST
4,08,0

Ss PrReCNu   ,                  (16) 
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где 

 SNuS  - критерий теплообмена 

по внутренней поверхности вихревого 
теплообменника; 





SRe S

 - число Рейнольдса по 

длине S винтовой линии у внутренней 
поверхности в области пристенного те-
чения; 

ST и   – функции, определяющие 

влияние турбулентности и кривизны 
винтовой линии при перемещении при-
родного газа. 

Так как длина винтовой линии 

 2tg1xS ,  2
ср tg1 , то 

уравнение (16) примет вид: 

    S
1,024,028,0

ср
o

X tg1tg1
Nu
Nu





,    (17) 

где  ср  - средняя осевая скорость по-

тока природного газа в вихревом тепло-
обменнике. 

Числа Нуссельта в левой части 
уравнения (17) определены по продоль-
ному размеру (х), т.е. длине вихревого 
теплообменника, при этом число Nuo 
характеризует теплообмен при осевом 
течении в вихревом теплообменнике 
при том же значении среднерасходного 
числа Рейнольдса. 

Результаты и их обсуж дение 

Таким образом, левая часть уравне-
ния (17) характеризует общую интен-
сификацию теплообмена в трубах с за-
круткой потока, а правая часть – опре-
деляющие эту интенсификацию. 

Параметр 8,0
ср  - определяет увели-

чение теплообмена вследствие возрас-
тания осевой скорости около стенки. 

Член уравнения   4,02tg1   - характе-
ризует увеличение теплообмена из-за 
появления вращательной скорости, а 
член   1,02tg1 

  - уменьшение тепло-
обмена из-за возрастания пути движения 
закрученного потока теплоносителя. 

Значения коэффициента теплоотда-
чи, полученные опытным путем в ходе 
экспериментальных исследований на 
лабораторной установке и рассчитан-
ные с учетом кривизны движения пото-
ка газа на лопасти завихрителя согласно 
уравнению (17) показывают относи-
тельную сходимость полученных ре-
зультатов (табл. 1). Среднеарифметиче-
ская погрешность полученных резуль-
татов составляет 2%, что находится в 
области допустимых отклонений.  

Выводы 

Таким образом, выполненные рас-
чёты закрученного течения для вихре-
вого теплообменного аппарата показа-
ли, что применение двухпараметриче-
ской модели позволило получить рас-
четные значения коэффициента тепло-
отдачи, наиболее близкие к экспери-
ментальным значениям. Результаты вы-
полненных расчётов для течения в тру-
бе с закруткой в одно и противополож-
ные направления показывают, что учёт 
кривизны позволяет получить лучшее 
согласование расчётных и опытных 
значений коэффициента теплоотдачи на 
лопасти завихрителя. 
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Таблица 1. Сравнительная характеристика опытных и расчётных значений коэффициента теплоотдачи 
на поверхности лопасти завихрителя вихревого теплообменного аппарата 

Table 1. Comparative characteristics of the experimental and calculated values of the heat transfer coefficient 
on the surface of the swirler blade of a vortex heat exchanger 

Темпера-
тура теп-

лоносителя 
перед кон-
тактом t, 
С /  

Coolant 
temperature 
before con-

tact t, C 

Темпе-
ратура 
испаре-
ния tи, 
С /  

Evapora-
tion tem-
perature 

te, C 

Коэффици-
ент тепло-

отдачи, рас-
чётный р, 

Вт/(м2 ∙С) / 
Thermolysis 
coefficient 
calculated, 

c, 
Wt/(m2∙C) 

Количество 
испаряю-

щейся жид-
кости W, г / 
Amount of 

the evaporat-
ing liquid W, 

gr 

Температур-
ный напор 

охлаждённого 
теплоносите-

ля, С /  
Cooled coolant 

temperature 
head, C 

Тепло, от-
бираемое от 
теплоноси-
теля Q, Дж /  

Heat re-
moved from 
coolant Q,J 

Теплота 
испаре-
ния rW,  
кДж/кг /  
Vapori-
zation 

heat, rW, 
kJ/kg 

Коэффициент 
теплоотдачи, 
опытный оп, 
Вт/(м2 ∙С)  /  
Thermolysis 
coefficient, 

experimented 
on, Wt/(m2 

C) 

Теплота 
конвек-
цииQк, 
Дж /  

Convec-
tion 

warmth, 
Qk,J 

5 5,2 48,35 8,4 0,68 6,807 5,823 48,35 0,984 

10 10,2 48,40 8,6 0,69 6,907 5,913 48,85 0,994 

15 15,6 48,34 8,8 0,69 6,407 6,017 49,22 0,890 

20 20,3 48,33 8,8 0,70 7,007 6,055 49,56 0,953 

25 25,3 48,30 9,1 0,71 7,107 6,153 49,65 0,954 

30 30,4 48,27 8,9 0,69 6,907 6,008 49,72 0,899 

35 35,4 48,19 8,8 0,69 6,807 9,905 49,86 0,902 

40 40,2 48,00 9,0 0,70 7,707 5,992 49,90 1,015 

Примечание: массовый расход теплоносителя G, кг/с; диаметр «пятна» жидкости пd =0,12 м; теп-

лоемкость теплоносителя гвС . =1,05 кДж/(кг∙К); средняя плотность 1,44 кг/м3. 

 
Данное техническое решение позво-

лит отказаться от установки автономных 
источников тепловой энергии, что снизит 
затраты на газ как топливо в системе 

отопления производственного помещения 
газораспределительного пункта (ГРП), а 
так же обеспечит более комфортные 
условия работы регулятора давления ГРП.  
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Резюме 

Цель исследования заключается в анализе практики применения поверхностей, образованных движением 
прямой, так называемой линейчатой. Известно, что среди поверхностей второго порядка прямолинейными 
образующими обладают: конусы, цилиндры, однополостные гиперболоиды и гиперболические параболоиды, а 
также линии, представленные в полярной системе координат в виде замысловатых фигур, которые в 
пространстве можно представить вышеперечисленными поверхностями, добавив третье измерение. 
Прочность, получающаяся в результате покрытия каждой точки перечисленных поверхностей прямыми из 
разных семейств, не утяжеляет конструкцию, а укрепляет и делает ее легкой по сравнению с монолитами 
без укреплений из других материалов, в которых устойчивость не основана на формулах расчета Шухова.  
Методы. Нахождение семейств прямолинейных образующих для поверхностей второго порядка, в основе 
расчетов которого лежит разделение уравнений, представляющих поверхность второго порядка в виде 
разности квадратов в одной из частей уравнения, и в виде произведения с произвольным параметром в другой 
его части. 
Результаты. Проводя анализ поверхностей второго порядка, приходим к выводу, что такой методикой 
расчетов Шухова подтверждены: конусы, цилиндры. Уравнение вида F (x,y)=0 в пространстве определяет 
цилиндрическую поверхность, у которой образующие параллельны  оси оz. Аналогично  F (x, z)=0 определяют 
цилиндрическую поверхность с образующими, параллельными оси оy и  F (y;z)=0 – цилиндрическая поверхность 
с образующими, параллельными оси ох. Однополостный гиперболоид, гиперболический параболоид, т.е. 10 
поверхностей из 14, составляют более 70%. 
Заключение. В результате применения приводимых формул для расчета упрочненных строительных 
конструкций городские здания приобретут новый облик, что создаст комфортную среду для проживания 
жителей, а также приведет к экономии материальных ресурсов в строительстве. 

 
Ключевые слова: строительство; прямолинейные образующие; поверхности второго порядка; проч-
ность; легкость; строительная техника; архитектура; упрочненные конструкции; моделирование. 
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Резюме 

Purpose of reseach is to analyze the practice in the application of surfaces formed by the movement of a straight 
line. It is known that among the second-order surfaces cones, cylinders, hyperboloids of one sheet and hyperbolic 
paraboloids, as well as lines represented in the polar coordinate system in the form of intricate shapes that can be 
represented in space by the above-mentioned surfaces, adding a third dimension, have rectilinear generators. The 
strength resulting from covering each point of the listed surfaces with straight lines from different families does not 
make the structure heavier but strengthens it and makes it light compared to monoliths without reinforcements made 
of other materials, in which stability is not based on Shukhov calculation formulas.  
Methods Finding families of rectilinear generators for second-order surfaces calculation of which is based on the 
separation of equations that represent a second-order surface as a difference of squares in one part of the equation 
and as a product with an arbitrary parameter in the other part.  
Results. Analyzing second-order surfaces, we came to the conclusion that cones, cylinders are prone to this method 
of Shukhov calculations; equation of the form F (x,y)=0 in space defines a cylindrical surface whose generators are 
parallel to axis oz. Similarly, F (x, z)=0 defines a cylindrical surface with generators parallel to axis oy and F (y;z)=0 is 
a cylindrical surface with generators parallel to  axis ox. A hyperboloid of one sheet, hyperbolic paraboloid, i.e. 10 
surfaces out of 14, make up more than 70%.  
Conclusion. As a result of applying these formulas for calculating reinforced building structures, city buildings will 
acquire a new appearance, which will create a comfortable environment for residents, as well as lead to saving con-
struction material resources. 

 

Keywords: construction; rectilinear generator; second order surfaces; strength; lightweight; construction engineering; 
architecture; reinforced structure; modeling. 
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*** 

Введение 

Строительные конструкции в бу-
дущем можно себе представить легки-
ми, но не уступающими по прочности 

кристаллу. Для этого уже сегодня суще-
ствует технология получения новых 
строительных материалов, облученных 
пучком ускоренных электронов, иссле-
дования которых проводились еще в 90-
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х годах XX в. [1-3]. Но мы хотим оста-
новиться на технологии, предложенной 
и незаслуженно забытой еще в начале 
19 века, а именно в 1896 году Владими-
ром Григорьевичем Шуховым [4,5]. Зна-
менательно то, что, когда писалась эта 
статья, в г.Москве проходила выставка, 
посвященная Шухову и называлась она 
«Формула архитектуры». Принципы ра-
боты по-новому должны включать в се-
бя прежде всего прочность и надеж-
ность конструкций [6,7], красоту и лег-
кость [8,9], гибкость и пластичность 
[10, 11], учитывая уже созданную архи-
тектуру. Целью нашего исследования 
является возрождение забытой методи-
ки расчета для упрочнения поверхно-
стей второго порядка, используемых в 
строительстве. 

Материалы и методы 

Нахождение семейств прямолиней-
ных образующих для поверхностей вто-
рого порядка, в основе расчетов которо-
го лежит разделение уравнений, пред-
ставляющих поверхность второго по-
рядка в виде разности квадратов в од-
ной из частей уравнения, и в виде про-
изведения с произвольным параметром 
в другой его части. Например, однопо-
лостный гиперболоид в виде (п.4.2. 
табл.1) 
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А затем разложить на множители, 
применив разность квадратов с одной 
стороны и с другой. 
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Вводим произвольное число к, ко-
торое при определенном значении это 
уравнение представит в виде прямой 
линии. 
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 Меняя параметры k и l , получим со-
вокупность прямых (семейство прямых). 

Уравнение (4) и (5) составляем так, 
что почленное перемножение их дает 
уравнение поверхности (1). Таким обра-
зом, любая точка М (х, у, z), координа-
ты которой удовлетворяют системе (4), 
(5) находятся на поверхности (3). Сле-
довательно, каждые из прямых семейств 
целиком располагаются на поверхности 
однополостного гиперболоида. 

Результаты и их обсуждение 

Проводя анализ поверхностей второ-
го порядка, а их девять типов (табл. 1), 
если сферу считать распрямленным эл-
липсоидом, в котором а=b=c=R, то  
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приходим к выводу, что такой методикой 
расчетов Шухова  подвержены: конусы 
(п.3 табл.1), цилиндры (п.2 табл.1), урав-
нения вида F (x,y)=0 в пространстве 
определяет цилиндрическую поверх-
ность, у которой образующие парал-
лельны  оси оz. Аналогично  F (x, z)=0 
определяют цилиндрическую поверх-
ность с образующими, параллельными 
оси оy и  F (y;z)=0 – цилиндрическая 
поверхность с образующими, парал-
лельными оси ох. Однополостный ги-
перболоид (п.4.3 табл.1), гиперболиче-
ский параболоид (п.5 табл.1), т.е. 10 по-

верхностей из 14, т.е. 
14
10 =

7
5 = 0,71, т.е. 

больше 70%. 
В последнее время застройщики в ра-

боте применяют прямоугольные фор-мы с 
плоскими крышами, а ведь можно делать 
дома различной формы и с причудливым 
рисунком крыш наверху, устремленным в 
космическое пространство. 

Пора уходить от стереотипов и стро-
ить разнообразные объекты, интересные 
в архитектурном и конструкторском 
решении. Начать хотя бы с детских са-
дов и площадок, школ и т. д. В одной из 
работ авторы уже касались темы графи-
ческого моделирования, функций в по-
лярной системе координат [4]. Так вот, 
представляя в пространстве цилиндри-
ческие поверхности, возможно с помо-
щью методики Шухова рассчитать се-
мейство прямолинейных образующих 
для них и получить объекты различной 

формы с отдельными входами и выхо-
дами, как внешними, так и внутренни-
ми. Оранжереи можно делать различ-
ной формы, а с учетом прочности и раз-
личной высоты, хорошо освещенные 
солнцем.  

В полярной системе координат лег-
ко выполнимы такие линии, как спи-
раль Архимеда, логарифмическая спи-
раль, улитка Паскаля, четырехлепестко-
вая роза и другие. В пространстве они 
будут выглядеть в виде цилиндриче-
ских поверхностей не имеющих общих 
точек соприкосновения (спираль Архи-
меда, логарифмическая спираль) и 
имеющих общие точки (улитка Паска-
ля, четырехлепестковая роза). Их удоб-
но представить в цилиндрической си-
стеме координат, в которой точка опреде-
ляется координатами (ρ, φ, H). Значения 
координат ρ и φ как в полярной системе, а 
H – высота, т.е. вертикаль (рис. 1). 

С выбором координат и методикой 
расчетов Шухова по-новому можно 
взглянуть на вопросы, связанные с про-
гнозированием и числовыми характери-
стиками непрерывных цикличных про-
цессов [12], использование свойств ря-
дов предпочтительных чисел для уве-
личения надежности расчетов и каче-
ства прогнозов при проектировании и 
расчете строительных конструкций [13, 
14,15], анализом инновационной дея-
тельности строительной организации, 
усовершенствованием пути к высоким 
стандартам жизни. 
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1. Спираль Архимеда /                      2. Улитка Паскаля /                         3. Четырехлепестковая роза /  

          Archimedes spiral                               Pascal snail                                       Four-petal rose 

Рис.1. Поверхности линий в цилиндрической системе координат 

Fig. 1. Surfaces of lines in a cylindrical coordinate system 

 

Таблица 1. Поверхности второго порядка 

Table 1. Second order surfaces 

n/n 
Поверхность  

второго порядка /  
Second order surface 

Уравнение /  
Equation 

График /  
Schedule 

1 
Сфера 

(х-a)2+(y-b)2+(z-c)2=R2, 
где С (a,b,с)- центр, 

R-радиус  
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Эллиптический  
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y2=2px; x2=2py 
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Окончание табл. 1 / Таble 1 (ended) 

n/n Поверхность  
второго порядка /  

Second order surface 

Уравнение /  
Equation 

График /  
Schedule 
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Активизировать работу по модели-
рованию инновационной деятельности 
строительных организаций [6] в на-
правлении отечественных изобретений, 
в основе парадоксов [7] увидеть новые 
решения старых проблем [8], а именно 
путем многообразия форм [9], исполь-
зуя это при подготовке специалистов в 
области проектирования и строитель-
ства [10,11]. 

В заключение следует отметить, что 
оставшиеся 30% от поверхностей вто-
рого порядка, которые не получаются 
методом расчета, описанного в статье, 
можно разбить на поверхности, которые 
легко упрочить по технологии, предло-
женной Шуховым. Таким образом, 
надежность и красота будущего нахо-
дится в руках настоящего, своими исто-
ками, уходящими в прошлое.  

Выводы 

Исследованные поверхности второго 
порядка позволят изготавливать прочные 
строительные конструкции с экономией 
материалов. 

Полученный Шуховым метод при-
меним более чем к 70% поверхностей 
второго порядка, что является досто-
верной перспективой широкого исполь-
зования в строительной технике при 
проектировании новых высотных со-
оружений. 

Данный подход позволит укреплять 
детали и строительные конструкции не 
только напыленным дорогостоящим ма-
териалом, но и конструируя защитный 
слой в виде каркасов, состоящих и об-
разующих прямых, проходящих через 
определенные точки поверхностей, ис-
пользуемых в строительстве. 
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Резюме 

Цель исследования. В современных автоматических системах сбора информации все чаще используются 
автономные мобильные устройства, данные с которых могут быть получены в опасных для здоровья 
человека условиях с территориально удаленных мест, в сложной метеорологической обстановке, в режиме 
круглосуточного наблюдения. Для автономной работы подобных устройств необходимо использовать 
методы и алгоритмы, позволяющие строить карту местности, осуществлять привязку мобильной плат-
формы на ней, определять маршрут к целевой точке, выделять препятствия на маршруте следования, 
производить корректировку маршрута с учетом обнаруженных препятствий. 
Методы. В статье предложен метод и алгоритм выделения динамических объектов с подвижной платфор-
мы, основанный на анализе данных, полученных от мультиспектральной камеры, что позволяет осущест-
влять выделение препятствий, таких, как водные, растительного происхождения, техногенного характера и 
т.д. со снижением вычислительной сложности. Для повышения точности определения координат обнаружен-
ных объектов используется лазерный дальномер. 
Результаты. Рассмотрены известные методы распознавания мультиспектральных изображений, приведен 
их сравнительный анализ. Предложен метод и алгоритм выделения динамических объектов с подвижной 
платформы из изображений, полученных в разных спектральных диапазонах и данных лидара. Проведены 
экспериментальные исследования, позволяющие подтвердить адекватность математического обоснования 
метода, снизить погрешность вычисления координат объекта, на удалении до 100 метров до объекта, RMSE 
- 0,447%, MAPE - 0,397, повысить быстродействие, на выделение объекта и определение его координат было 
затрачено 0,04 секунды. 
Заключение. В статье проведен анализ современных методов распознавания мультиспектральных изображе-
ний, представлены принципы, на которых основан каждый метод, приведены достоинства и недостатки. 
Разработан метод и алгоритм, позволяющие выделять статические и динамические препятствия на 
маршруте следования подвижной платформы, по последовательности изображений, полученных в разных 
спектральных диапазонах. В ходе экспериментальных исследований, подтверждены работоспособность 
предложенных решений и соответствие заданным требованиям точности и достоверности. 
 
_______________________ 
 Чернецкая И.Е., Спевакова С.В., Применко Д.В., 2020 
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Abstract 

Purpose of research. In modern automatic information collection systems, autonomous mobile devices are 
increasingly used, data from which can be obtained in conditions hazardous to human health, from geographically 
remote places, in difficult meteorological conditions and in round-the-clock observation mode. For the autonomous 
operation of such devices, it is necessary to use methods and algorithms that allow you to build a map of the area, 
link a mobile platform to it, determine a route to a target point, highlight obstacles along the route and correct the 
route taking into account detected obstacles. 
Methods. The article proposes a method and an algorithm for the selection of dynamic objects from a mobile 
platform, based on the analysis of data obtained from a multispectral camera, which allows the selection of obstacles, 
such as water, plant origin, technogenic nature, etc. with reduced computational complexity. To improve the accuracy 
of determining the coordinates of detected objects, a laser rangefinder is used. 
Results. We consider the well-known methods of multispectral images recognition and present their comparative 
analysis. A method and an algorithm for recognition dynamic objects from a mobile platform, from images obtained in 
different spectral ranges and lidar data are proposed. Experimental studies were carried out to confirm the adequacy 
of the mathematical substantiation of the method, to reduce the error in calculating the coordinates of the object, at a 
distance of up to 100 meters to the object, RMSE - 0.447%, MAPE - 0.397, to increase the performance, it took 0, 04 
seconds to select the object and determine its coordinates. 
Conclusion. The article analyzes modern methods for recognizing multispectral images, presents the principles on 
which each method is based, gives advantages and disadvantages. The authors have developed a method and an 
algorithm that make it possible to identify static and dynamic obstacles along the route of a mobile platform, based on 
a sequence of images obtained in different spectral ranges. In the course of experimental studies, the performance of 
the proposed solutions and compliance with the specified requirements for accuracy and reliability were confirmed. 

 

Keywords: algorithm; method; multispectral; movable platform; image analysis; dynamic objects. 
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Введение 

Особое место в использовании оп-
тико-электронных устройств (ОЭУ) за-
нимает задача построения маршрута и 
управления ориентацией автономной мо-
бильной платформой (АМП) в постоян-
но меняющихся условиях наблюдения 
[1]. Так как в процессе движения, во 
входных данных устройства управления 
АМП присутствует неопределенность 
за счет расположения окружающих 
объектов как динамических, так и ста-
ционарных, сложности ландшафта, по-
годных явлений. Такие устройства долж-
ны обеспечивать функционирование в 
автоматическом режиме без постоянно-
го присутствия человека [2]. 

Одной из задач является построение 
устройства управления автономной мо-
бильной платформой для экологического 
мониторинга [3]. Такие платформы могут 
применяться в условиях, опасных для 
здоровья человека, как при анализе ради-
ационной, химической, бактериологиче-
ской загрязненности, так и при круглосу-
точном мониторинге территориально 
удаленных мест. Но функционирование 
данных устройств подразумевает ис-
пользование их на не подготовленных 
заранее территориях, со сложным ланд-
шафтом, наличием преград, как времен-

ных, так и постоянных. Точки сбора ма-
териалов для анализов могут быть не 
обеспечены подъездными путями с нали-
чием разметки [4].  

Объектом исследования является мо-
дель выделения движущихся в про-
странстве объектов с подвижной систе-
мой технического зрения, по последо-
вательности изображений, полученных 
в различных спектральных диапазонах.  

Предметом исследования являются 
методы и алгоритмы выделения объек-
тов, движущихся в пространстве. 

Целью работы является анализ со-
временных методов выделения движу-
щихся в пространстве объектов и созда-
ние метода и алгоритма, позволяющего 
вести наблюдение с подвижной системы 
технического зрения, являющейся адап-
тивной к изменяющимся условиям на-
блюдения. 

Постановка задачи 

Обработка данных в современных 
ОЭУ основывается на информации, по-
лученной от оптико-электронного дат-
чика, методах и алгоритмах анализа 
изображения, критериях оценки каче-
ства функционирования устройства и 
обусловлена, обычно, наблюдением в 
заданном спектральном диапазоне длин 
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волн от ультрафиолетового до инфра-
красного, что не всегда позволяет обес-
печить необходимое качество для ре-
шения задач распознавания сложных, 
многокомпонентных изображений. По-
этому для повышения качества распо-
знавания объектов изображения и воз-
можности работы устройства при раз-
личных внешних помехах необходимо 
применять мультиспектральные датчи-
ки, позволяющие получать изображения 
в нескольких спектральных диапазонах.  

В связи с вышеизложенным, акту-
альной научно-технической задачей яв-
ляется разработка метода и алгоритма 
выделения динамических объектов с по-
движной платформы, из изображений, 
полученных в разных спектральных 
диапазонах и данных лидара. 

Решению задачи построения карты 
маршрута мобильного робота с одно-
временной локализацией посвящены ра-
боты ученых Д.А. Барамия, С.В. Мань-
ко, W. Hess, В.Е. Павловский, Guolai 
Jiang и других. 

Обычно анализ мультиспектральных 
изображений включает в себя: фильтра-
цию, сегментацию и распознавание. Про-
цесс выделения динамических объектов с 
подвижной платформы сопряжен с про-
цессом их распознавания [5,6]. При ре-
шении современных задач построения 
карты пространства, структура которого 
заранее неизвестна, и одновременного 
определения позиции робота в нем 
(SLAM) все чаще используются комби-
нированные системы, использующие ла-

зерные дальномеры и оптико-электрон-
ные датчики. В отличие от лидарных 
SLAM и визуальных SLAM, комбиниро-
ванные системы сложны в реализации, 
так как необходимо сопоставить полу-
ченную точку по нескольким каналам, 
визуальным и оценки дальности.  

Большинство методов, существую-
щих на сегодняшний день, используют 
одинаковый подход для решения задачи 
SLAM. Он основан на вероятностном 
методе, который базируется на теореме 
Байеса, обычно в этом случае выполня-
ется оценка положения робота, с помо-
щью цикла предсказаний и коррекции. 
Этот цикл заключается в том, что по 
некоторым данным внутренних сенсо-
ров мы делаем предположение о новой 
позиции робота, а затем уточняем с по-
мощью некоторых внешних измерений.  

Все множество SLAM алгоритмов 
можно разделить на классы по типу 
входных данных: 

1) лазерный сканер и одометрия, 
LiDAR-SLAM; 

2) камера и одометрия, Visual-
SLAM; 

3) стереокамера или RGB-D камера; 
4) сенсор магнитного поля. 
Так, например, достаточно распро-

странены SLAM методы, которые ис-
пользуют в качестве входных данных 
одометрию и данные лидаров, чаще всего 
эти методы, основанные на фильтре ча-
стиц (FastSLAM, DP-SLAM, HectoSLAM, 
GMapping). Кроме этого, существуют ме-
тоды, которые используют для построе-
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ния карты оптико-электронные датчики 
(ОЭД), как монокулярные, так и стерео 
или RGB-D. Такие SLAM алгоритмы 
называются VisualSLAM или vSLAM. 
Кроме этого бывают SLAM алгоритмы, 
которые используют такие сенсоры, как 
сенсор магнитного поля, но их очень 
мало, но тем не менее, они существуют 
и применяются на практике. 

Визуальные SLAM были построены 
на методе Mono-SLAM [7], основанном 
на расширенном фильтре Калмана, ко-
торый оценивает вектор состояния ди-
намической системы, используя серию 
неполных и зашумленных измерений.  

Несмотря на все свои преимуще-
ства, Mono-SLAM имеет ограничения 
на количество используемых ориенти-
ров в системе. Связанно это с тем, что 
при появлении новых элементов в на-
блюдении они добавляются в вектор со-
стояния. Таким образом, шум ковариа-
ционной матрицы растет квадратично, 
что приводит к увеличению времени 
обработки. 

Методы, основанные на использо-
вании RGB-D камер, используют ин-
формацию как о цвете, так и о глубине 
в своем поле зрения. Так известен ме-
тод Kinect fusion [8], который использу-
ет изображения глубины, и получает 
данные от датчика Kinect, для форми-
рования глобальной неявной поверх-
ностной модели наблюдаемой сцены в 
реальном времени, далее после измере-
ния минимального расстояния каждого 
пикселя в каждом кадре и объединения 

всех изображений глубины, формирует-
ся глобальная картографическая инфор-
мация сцены.  

Недостатком метода является не-
большой размер анализируемой сцены 
наблюдения, в пределах двух метров, и 
накопление погрешности измерения. 

В настоящее время наиболее часто 
используются системы с вспомогатель-
ными датчиками энкодерами и инерци-
альными измерительными блоками, ко-
торые могут предоставлять дополнитель-
ные данные о движении робота [9-10]. 
Наиболее перспективным решением, яв-
ляются системы с использованием ОЭД, 
работающих в различных спектральных 
диапазонах. Для обработки поступаю-
щей от таких датчиков информации ис-
пользуются методы распознавания муль-
тиспектральных изображений [11-13].  

Так известен метод распознавания, 
основанный на морфологических пре-
образованиях. Сущность метода заклю-
чается в формировании некого класса, 
определяющего морфологические при-
знаки, относящиеся к объекту, и не за-
висящего от условий, в которых проис-
ходит инициализация мультиспектраль-
ного изображения.  

На первом шаге формируется ре-
зультирующая нулевая поверхность оп-
ределенного размера. Далее входная ин-
формация об мультиспектральном изоб-
ражении подвергается попиксельной 
обработке. В процессе анализа исполь-
зуются различные морфологические опе-
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раторы, позволяющие проводить анализ 
изображения.  

Работа рассмотренного выше мето-
да основана на следующих этапах: 

1. Формирование массива данных 
из исходного изображения.  

2. Обработка массива путем переме-
щения окна свертки относительно вхо-
дящего изображения.  

3. Определение максимума и мини-
мума интенсивности пикселя для каждо-
го состояния.  

Рассмотренный метод имеет сле-
дующие недостатки: выбор размера 
структурирующего элемента осуществ-
ляется путем перебора множества зна-
чений, что ведет к увеличению вычис-
лительной сложности.  

Одним из самых быстродействую-
щих методов распознавания мультис-
пектральных изображений является ме-
тод распознавания по цвету [14-16]. 
Выделение объектов осуществляется по 
признакам, характеризующимся цветом 
в одном из пространств, что позволяет 
обеспечить высокую точность и досто-
верность поиска распознаваемого объ-
екта.  Недостатком данного метода яв-
ляется высокое снижение достоверно-
сти и точности распознавания при 
окраске объекта множеством цветов.  

На основе анализа научных работ 
было выявлено, что работы представ-
ленных ученых недостаточно освещают 
использование информации от датчи-
ков, работающих в различных спек-
тральных диапазонах, при проектиро- 
 

вании устройств управления автоном-
ными мобильными платформами. Что 
позволило сформулировать основные 
задачи и цель работы. 

Анализ современных методов и ал-
горитмов обработки мультиспектраль-
ных изображений показал наличие це-
лого ряда ограничений при использова-
нии их для анализа движущихся и пере-
секающихся объектов. Исходя из этого 
необходимо разработать универсальный 
метод и алгоритм для выделения дина-
мических объектов с подвижной плат-
формы из изображений, полученных в 
различных спектральных диапазонах.  

Материалы и методы 

Предложенный метод выделения ди-
намических объектов с подвижной плат-
формы, из изображений, полученных в 
разных спектральных диапазонах и дан-
ных лидара, включает: фильтрацию изо-
бражений от случайных и систематиче-
ских помех, формирование мультиспек-
трального изображения, объединенного 
из нескольких, полученных в разных 
спектральных зонах, выделение про-
странственных объектов за счет разност-
ных характеристик спектральных изоб-
ражений, корректировку оценки даль-
ности обнаруженных объектов  с уче-
том данных, полученных от лидара, вы-
числение трехмерных координат объек-
тов сцены с учетом перемещения по-
движной платформы, уточнения соб-
ственного положения и динамической 
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калибровки мультиспектраль-ного оп-
тико-электронного устройства.  

Отличительной новизной метода 
является:  

– обработка изображений, получен-
ных в разных спектральных диапазонах, 
что позволяет выделить объекты сцены 
с минимальным количеством вычисли-
тельных ресурсов; 

– вычисление трехмерных коорди-
нат геометрических центров и размеров 
выделенных объектов с использованием 
данных от лидара, что позволяет повы-
сить точность вычислений для объек-
тов, находящихся на различном удале-
нии от мобильного оптико-электрон-
ного устройства (МОЭУ); 

– введение функции первоначаль-
ной калибровки, по эталонному объекту 
с источниками излучения, работающих 
в различных спектральных диапазонах 
от ультрафиолетового до инфракрасно-
го, что позволяет снизить погрешности 
измерений трехмерных координат объ-
ектов; 

– использование при локализации 
данных мультиспектрального датчика и 
лидара позволяет снизить значение на-
копленной ошибки за весь маршрут 
следования. 

Алгоритм выделения пространст-
венных объектов и вычисления трех-
мерных координат их геометрического 
центра и размеров (рис.1) заключается в 
выполнении следующих операций: ввод 

и предобработка данных от мультиспек-
тральных оптико-электронных датчиков 
(блоки 1 – 2), формирование мультиспек-
трального изображения (блок 3), блок-
схема данного блока подробно пред-
ставлена на рис. 2, выделения объектов 
изображения (блок 6), вычисление трех-
мерных координат выделенных объектов 
(блоки 7 – 9), выполнения калибровки 
МОЭУ (блоки 10 – 15).  

Алгоритм управления подвижной 
платформой позволяет повысить точность 
пространственной привязки, в условиях 
динамически меняющейся обстановки, 
за счет корректировки исходного марш-
рута, сформированного с помощью си-
стем позиционирования, с учетом обна-
руженных препятствий. 

Новизна предложенных алгоритмов 
заключается в формировании предвари-
тельно сжатого, квантованного, мульти-
спектрального изображения из последо-
вательности изображений, полученных 
от мультиспектрального оптико-элект-
ронного датчика, что позволяет снизить 
вычислительные затраты при выделе-
нии объектов сцены, в повышении точ-
ности расчета трехмерных координат 
геометрических центров объектов и их 
размеров за счет корректировки оценки 
дальности, в повышении точности про-
странственной привязки подвижной 
платформы и корректировки исходного 
маршрута, с учетом обнаруженных пре-
пятствий.  
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Рис. 1. Алгоритм выделения динамических объектов с подвижной платформы из изображений, 

полученных в разных спектральных диапазонах и данных лидара 

Fig. 1. Algorithm for recognition dynamic objects from a mobile platform, from images obtained in 
different spectral ranges and lidar data 
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Рис.2. Алгоритм формирования мультиспектрального изображения 

Fig. 2. Algorithm for forming a multispectral image 
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Результаты и их обсуждение 

Для подтверждения адекватности 
разработанной математической модели 
был разработан программный модуль, в 
соответствии с предложенными алго-
ритмами, представленными на рис. 1-2. 
Входные данные для программного мо-
дуля были получены с подвижной плат-
формы, оснащенной мультиспектраль-
ной камерой и лидаром [17]. В ходе 
эксперимента было смоделировано дви-
жение объекта на удалении от 10 до 100 
метров от подвижной платформы на-
блюдения. При этом движение объектов 
было прямолинейным и равномерным, с 
априори известным местоположением 
эталонных объектов. Траектории дви-
жения платформы и наблюдаемого объ-
екта пересекались под определенным 
углом, угол в рамках одного экспери-

мента был постоянен. Данные от муль-
тиспектральной камеры и лидара пере-
давались в персональную ЭВМ, син-
хронизировались и в виде последова-
тельностей кадров поступали в про-
граммный модуль для дальнейшего ана-
лиза [18,19]. 

Данные, полученные в ходе экспе-
римента, о количестве выделенных объ-
ектов, их трехмерных координатах, ко-
ординатах уточненного маршрута ис-
пользовались для сравнительного ана-
лиза с известной моделью 2.5D map 
with LiDAR and Camera [10], оценки по-
грешности вычислений и представлены 
в табл. 1. 

На рис. 3, 4 представлены экспери-
ментальные и расчетные зависимости ха-
рактеристик разработанного устройства. 

Таблица 1. Результаты экспериментальных исследований 

Table 1. The results of experimental studies 

Параметр / Parameter 2.5D map with 
LiDAR and Camera 

Предложенный 
метод / Proposed 

method 
Среднеквадратическое отклонение пози-
ционирования  RMSE (%): 
– дальность до 10 м; 
– дальность 100 м 

 
 

0,187 
0,521 

 
 

0,328 
0,447 

Средняя абсолютная ошибка позициони-
рования MAPE (%): 
– дальность до 10 м; 
– дальность 100 м 

 
 

0,169 
0,467 

 
 

0,289 
0,397 

Достоверность выделения динамического 
объекта на удалении до 100 м: 
– один объект; 
– несколько объектов; 
– один объект с помехой; 
– несколько объектов с помехой 

 
 

0,95 
0,95 

- 
- 

 
 

0,98 
0,95 
0,95 
0,80 

Время обнаружения объекта и вычисления 
его координат, с   

 
6,6 

 
0,04 
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Рис. 3. График относительной погрешности вычисления координат объектов 

Fig. 3. Graph of relative error in calculating the coordinates of objects 
 

 
Рис. 4. График зависимости достоверности выделения объектов от расстояния  

Fig. 4. Graph of the dependence of the accuracy of object selection on distance 

 
В ходе эксперимента проведены ис-

следования предложенного метода и ал-
горитма, в различных условиях и на 
разном удалении выделяемого объекта 
от подвижной платформы с системой 

технического зрения. Полученные дан-
ные позволяют оценить соответствие по-
грешности определения координат на-
блюдаемого объекта расчетным и экс-
периментальным путем. Анализ резуль-
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татов экспериментальных исследований 
и математического моделирования под-
твердил адекватность разработанных 
метода и алгоритма и определяет трех-
мерные координаты объектов с погреш-
ностью, на удалении до 10 м – 0,35 %, на 
удалении 100 м  - 0,45%. Достоверность 
выделенного объекта, на расстоянии до 
100 м включительно, находится в пре-
делах 0,95, на удалении свыше 100 мет-
ров достоверность снижается, это обу-
словлено дальностью действия лидара. 
При сравнении с аналогичным решени-
ем [3], можно сделать вывод, что на 
удалении до 100 метров, предложенный 
метод имеет на 16% ниже среднюю аб-
солютную погрешность позициониро-
вания, по сравнению с аналогичным 
способом. За счет использования муль-
тиспектральных оптико-электронных 
датчиков временные затраты на обнару-
жение объекта и вычисления его коорди-
нат значительно снизились, предложен-
ный метод затратил 0,04 секунды, пря-
мому аналогу понадобилось 6,6 секунды.        

Выводы 

Предложенный метод и алгоритм 
позволяет определить координаты ди-

намических объектов с подвижных ос-
нований систем технического зрения. 

Научная новизна полученных ре-
зультатов заключается в том, что пред-
ложен метод и алгоритм выделения ди-
намических объектов с подвижной плат-
формы, из изображений, полученных в 
разных спектральных диапазонах и 
данных лидара, позволяющий автома-
тически выделять движущиеся объекты, 
определять их трёхмерные координаты 
с заданной точностью, адаптироваться к 
изменяющимся условиям наблюдения. 

Практическая значимость получен-
ных результатов заключается в том, что 
в ходе экспериментальных исследова-
ний подтверждена адекватность пред-
ложенного метода и алгоритма. Резуль-
таты эксперимента позволяют рекомен-
довать предложенный метод для постро-
ения мобильных автоматических систем 
слежения и идентификации объектов. 

Перспективы дальнейших исследо-
ваний заключаются в изучении возмож-
ности реализации данного метода на 
программно-аппаратном комплексе, по-
зволяющем повысить точность выделе-
ния объектов. 
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Бифуркационный анализ кусочно-гладких бимодальных 
отображений с помощью нормальной формы 
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Резюме 

Цель работы. Исследование бифуркаций в бимодальных кусочно-гладких отображениях с использованием 
кусочно-линейного непрерывного отображения в качестве нормальной формы. 
Методы. Мы предлагаем методикy определения параметров нормальной формы на базе линеаризации 
кусочно-гладкого отображения в окрестности критической неподвижной точки. 
Результаты. На плоскости параметров численно и аналитически построена область устойчивости непо-
движной точки. Показано, что эта область ограничена двумя бифуркационными кривыми: линиями класси-
ческой бифуркации удвоения периода и «border collision» бифуркации. Предложена методика определения 
параметров нормальной формы как функции параметров кусочно-гладкого отображения. Проведен анализ 
«border-collision» бифуркаций с использованием кусочно-линейной нормальной формы. 
Заключение. Выполнен бифуркационный анализ кусочно-гладкого необратимого бимодального отображения 
класса Z1–Z3–Z1, моделирующего динамику системы управления с импульсной модуляцией. Предложена 
методика расчёта параметров кусочно-линейного непрерывного отображения, используемого в качестве 
нормальной формы. Рассчитаны основные бифуркационные переходы при выходе из области устойчивости 
как с использованием исходного отображения, так и с помощью кусочно-линейной нормальной формы. 
Численно доказана топологическая эквивалентность этих отображений, указывающая на достоверность 
результатов расчёта параметров нормальной формы. 

 

Ключевые слова: кусочно-гладкое бимодальное отображение класса Z1–Z3–Z1; нормальная форма; кусоч-
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Abstract 

Purpose of reseach. Studyof bifurcations in piecewise-smooth bimodal maps using a piecewise-linear continuous 
map as a normal form. 
Methods. We propose a technique for determining the parameters of a normal form based on the linearization of a 
piecewise-smooth map in a neighborhood of a critical fixed point.  
Results. The stability region of a fixed point is constructed numerically and analytically on the parameter plane. It is 
shown that this region is limited by two bifurcation curves: the lines of the classical period-doubling bifurcation and 
the “border collision” bifurcation. It is proposed a method for determining the parameters of a normal form as a 
function of the parameters of a piecewise smooth map. The analysis of "border-collision" bifurcations using 
piecewise-linear normal form is carried out. 
Conclusion. A bifurcation analysis of a piecewise-smooth irreversible bimodal map of the class Z1–Z3–Z1 modeling 
the dynamics of a pulse–modulated control system is carried out. It is proposed a technique for calculating the 
parameters of a piecewise linear continuous map used as a normal form. The main bifurcation transitions are 
calculated when leaving the stability region, both using the initial map and a piecewise linear normal form. The 
topological equivalence of these maps is numerically proved, indicating the reliability of the results of calculating the 
parameters of the normal form. 

 

Keywords: piecewise smooth bimodal map of class Z1–Z3–Z1; normal form; piecewise linear continuous map; "bor-
der collision" bifurcation. 
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Введение  

Многие задачи из механики, физи-
ки, силовой электроники, теории управ-
ления, экономики и биологии приводят 
к исследованию одномерных необрати-

мых кусочно-гладких бимодальных ото-
бражений (рис. 1) [1- 6]:  

( ),

( ), ;
( ) ( ), ;

( ), .

x F x

F x x c
F x F x c x c

F x x c

 


  
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Здесь ( )F xL , ( )F xM , ( )F xR  – гладкие 

функции класса rC , 1r  . Напомним, 
что такие отображения имеют два ло-
кальных экстремума в точках недиффе-
ренцируемости – максимум cL и мини-

мум cR  (рис. 1), которые являются гра-

ницами («borders») областей определе-
ния ( )F xL , ( )F xM и ( )F xR  [1-6] и назы-

ваются точками совпадающих прообра-
зов ранга один [6] или многообразиями 
переключения («switching manifold») [6, 
7]. В точках x c L  и x c R функция 

( )F x  недифференцируема. 
Локальные экстремумы отобража-

ются в критические точки 0 ( )c F c LL , 

1 ( )c F c R R , являющиеся образами ранга 

один точек cL  и cR , соответственно. Точ-

ки c0 , 1c  делят фазовое пространство (фа-

зовую прямую x  ) на три открытые 
области  1 1:Z x x c  ,  1 0:Z x x c    и 

 3 1 0:Z x c x c   , такие, что каждая 

точка 1x Z  и 1x Z   имеет только один 

прообраз ранга один, а точки 3x Z  — 
три прообраза ранга один [6, 7]. 

В кусочно-гладких отображениях воз-
можны разные типы неподвижных то-
чек. Очевидно, что неподвижная точка 
конкретного типа, удовлетворяющая 
уравнению 

( ) 0,F x x   
существует только в области определе-
ния соответствующей функции. 

При вариации параметров, непо-
движная точка попадает на одну из гра-
ниц cL  или cR , разделяющей области 

определения функций ( )F xL , ( )F xM  или 

( )F xM , ( )F xR  (рис. 1). Это приводит к 

специфическим изменениям топологи-
ческой структуры фазового простран-
ства из-за нарушения условия суще-
ствования неподвижной точки [8, 9]. 
Подобные топологические перестройки 
фазового пространства названы Nus- 
se H. E. и Yorke J. A. «border collision» 
бифуркациями [10-12]. 

 
Рис. 1. Бимодальное кусочно-гладкое отображение 

Fig. 1. Piecewise-smooth bimodal map 
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«Border collision» бифуркации мо-

гут приводить к чрезвычайно большому 
многообразию нелинейных явлений, на-
пример, к удвоению периода колеба-
ний, одновременному возникновению 
нескольких сосуществующих аттракто-
ров или рождению из неподвижной 
точки хаотического аттрактора [2, 3, 4, 
6, 10-16]. 

В представленной работе исследу-
ются бифуркационные явления в кусоч-
но-гладких отображениях класса Z1–Z3– 
–Z1 [2, 7] в приложении к теории авто-
матического управления. Сначала мы 
рассчитываем область устойчивости 
неподвижных точек, а затем, изучаем 

«border collision» бифуркации, связан-
ные со столкновением инвариантных 
множеств, например, неподвижных то-
чек с границами области их существо-
вания [2, 4, 6, 8-12]. Для этой цели мы 
используем кусочно-линейное непре-
рывное отображение в качестве нор-
мальной формы [2, 6, 9, 17, 18]. Основ-
ная задача при таком подходе состоит в 
определении параметров нормальной 
формы в зависимости от параметров 
исходной модели [19]. 

Материалы и методы 

Рассмотрим отображение :F    
вида 

 

(1 ( ))

( ),

( ) , ;

( ) ( ) ( 1) 1, 1 ;

( ) ( 1) , 1 .z x

x F x

qF x e x x

q PF x F x e x x e e

q P qF x e x e e e x


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
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
 


             
              

L

R

M



           (1) 

Отображение (1) является дискрет-
ной моделью системы автоматического 
управления с широтно-импульсной мо-
дуляцией [4, 20]. 

Здесь x  – фазовая переменная;  – 
коэффициент затухания; q, P  – норми-
рованные сигнал задания и амплитуда 
опорного сигнала широтно-импульсно-
го модулятора;   – коэффициент уси-
ления;  – параметр, связанный с пара-
метрами источника энергии. 

Функция ( )z x , заданная неявно 
уравнением 

( , ) 1 ( 1) 0,zq Pz x x e z


     
 

      (2) 

определяет величину относительной дли-
тельности импульсов управления со-
гласно модуляционной характеристике. 
Параметры модели: 20P  ; 40q  ;

0,2   ; 0   , 0   – варьируемые 
параметры. 

Одна из основных задач при проек-
тировании импульсных систем автома-
тического управления состоит в расчёте 
области устойчивости рабочих режимов 
в пространстве параметров. Рабочим 
режимом рассматриваемого класса им-
пульсных систем являются периодиче-
ские колебания с периодом модуляции, 
которые отвечают неподвижной точке 
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отображения (1). При изменении пара-
метров могут возникать субгармониче-
ские колебания или хаотические режи-
мы в результате потери устойчивости 
или нарушения условия существования 
неподвижной точки.  

Как показано в [4], область устой-
чивости неподвижной точки отображе-
ния (1) ограничена двумя бифуркаци-
онными кривыми: линией классической 
бифуркации удвоения периода и линией 
«border collision» бифуркации. 

Для расчёта границы бифуркации 
удвоения периода воспользуемся алго-
ритмом, основанным на поиске перио-
дических режимов методом уравнений 
периодов. Неподвижная точка отобра-
жения (1), отвечающая периодическому 
режиму с периодом модуляции, удовле-
творяет уравнениям: 

(1 )

1 ( 1) 0;

( 1) 0.

z

z

q Px e z

e x e x



 




      
    

        (3) 

Первое уравнение этой системы – 
уравнение для коэффициента заполне-
ния импульса z. Второе уравнение – это 
условие периодичности.  

Переменную x в (3) можно исклю-
чить. Для этого из второго уравнения 
(3) выразим x и подставим в первое. В 
результате, получим трансцендентное 
уравнение относительно z: 

1( ) 0, 0 1.
1

zq e Pz z z
e







     
  

  (4) 

Уравнение (4) называется уравнени-
ем периодов для неподвижной точки [4, 
17]. Пусть *z  — наименьший неотрица-

тельный корень (4). Тогда неподвижная 
точка *x  находится по формуле [17]  

*(1 )

* .
1

ze ex
e

 



 



 

Локальная устойчивость *x  опреде-

ляется неравенством 

*1 ( ) 1,F x  M  

где  
( ) ( ) ( , ) /( ) ; .

( , ) /
F x F x z z z x xF x

x z x x z x z



         
     
M M

M  

Отсюда 

( ) .
( 1)z

eF x e Pe x











  
 



M  

Производная *( )F xM  называется 

мультипликатором неподвижной точки. 
Граница бифуркации удвоения периода 
отвечает тем значениям параметров, 
при которых неподвижная точка *x  ста-

новится негиперболической с мульти-
пликатором *( ) 1F x  M . Это негрубое 

состояние (бифуркационное). Как из-
вестно, устойчивость негиперболиче-
ской неподвижной точки с мультипли-
катором −1 определяется знаком про-
изводной Шварца:  

 2* * *
3( ) ( ) ( ) .
2

SF x F x F x  M M M  

Неподвижная точка асимптотиче-
ски устойчива, если *( ) 0,SF x M  и не-

устойчива, если *( ) 0.SF x M  При пере-

ходе через бифуркационное значение 
параметра происходит удвоение перио-
да колебаний, а неподвижная точка 
продолжает существовать, но становит-
ся неустойчивой.  



Информатика, вычислительная техника и управление / Computer science, computer engineering and control 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2020; 24(3): 137-151 

142
В зависимости от знака производ-

ной Шварца различают два типа бифур-
каций удвоения периода: суперкритиче-
скую, если *( ) 0,SF x M  и субкритиче-

скую, если *( ) 0.SF x M  Субкритическая 

называется ещё «опасной» или «жёст-
кой», поскольку при переходе бифурка-
ционного значения параметра происхо-
дит внезапная (жёсткая) смена характе-
ра динамики.  

Дополнив уравнение (4) условием 
нарушения гиперболичности неподвиж-
ной точки, связанного с обращением 
мультипликатора в −1, получим 

1 0;
1

/ 1.
1

z

z

q e P z
e

e e Pe e
e





 
 





 


 
    

           

 (5) 

Граница классической бифуркации 
удвоения периода FLIPL  рассчитана чис-

ленным решением системы (5). Линию 
бифуркации «border collision» можно 
получить аналитически из условия по-
падания неподвижной точки *x  на ле-

вую границу области определения 
( )F xM  [16]: 

* 1 .q Px c e e 


        

L  

Окрестность правой границы ( )F xM  

требует отдельного обсуждения. Это мы 
сделаем в заключительной части работы. 

Прежде чем продолжить изложе-
ние, остановимся чуть подробнее на 
решении этой задачи следуя [17]. Из (4) 

видно, что функция ( )z  монотонно 
убывающая. Отсюда, для существова-
ния решения уравнения (4) достаточно 
выполнения условия (0) (1) 0   , т.е. 

1 0.q P q


        
 

Так как / 0q  , то это неравенство 
эквивалентно  

1 0.q P


  
 

 

Если 

1 0,q P


  
 

 

то уравнение (4) не имеет решения, что 
отвечает нарушению условия сущест-
вования неподвижной точки *x . Непо-

движная точка *x  попадает на границу 

области определения ( )F xM  только при 

тех значениях параметров, которые 
удовлетворяют  

1 0.q P


  
 

 

Отсюда, искомая бифуркационная 
граница [10]: 

 , : 1 0 .BCB
q P


        

L       (6) 

Изложенная здесь методика полу-
чения BCBL  в точности совпадает с той, 

которая представлена в [17] для на-
хождения «border-collision» границы 
рождения замкнутой инвариантной кри-
вой в двумерном кусочно-гладком ото-
бражении и расчёта параметров дву-
мерной нормальной формы.  
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Рис. 2. Двупараметрическая бифуркационная 

диаграмма на плоскости ,   

Fig. 2. Two-dimensional bifurcation diagram in 
the parameter plane ,   

На рис. 2 приведена двупараметри-
ческая бифуркационная диаграмма, на 
которую нанесены бифуркационные гра-
ницы FLIPL  и BCBL , где 1  – область 

устойчивости неподвижной точки FM; 

0  – область устойчивости неподвиж-

ной точки FL ; 2  – область устойчиво-

сти 2-цикла и   – область нерегуляр-

ных колебаний. Линия бифуркации уд-
воения периода FLIPL  опирается на гра-

ницу BCBL  в точке 0P  коразмерности два. 

Координаты точки 0 0 0( , )P   : 

0 0
(1 ) (1 ), .

1
P e e q e

q e e e

  

  


 

    
   

      

Результаты и их обсуждение 

Задачей бифуркационного анализа 
с точки зрения практики является выде-
ление участков границы области устой-
чивости, отвечающих субкритическим 

(опасным) бифуркациям. Для участка 

FLIPL , где реализуется классическая би-

фуркация удвоения периода, эта задача 
решается тривиально.  

Что касается границы «border col-
lision» BCBL , то динамика здесь гораздо 

сложнее, чем при переходе через линию 

FLIPL . Для прогнозирования нелинейных 

явлений, вызванных «border collision», в 
одномерных кусочно-гладких непре-
рывных отображениях часто использу-
ют кусочно-линейное непрерывное ото-
бражения в качестве нормальной фор-
мы [3, 6, 9, 18, 19]. Подход основан на 
следующем утверждении [6, 18] (см. 
также [8, 9]). 

Утверждение. Рассмотрим семей-
ство одномерных кусочно-гладких не-
прерывных отображений :F I I , 
I  �, зависящих от параметра   и 
определяемое 

( , ).x F x                                (7) 

Пусть cB  – многообразие переклю-

чения («border») отображения (7). По-
требуем, что x c B  при некотором cB  и, 

чтобы для этого же самого значения cB  

выполнялось условие  

*( , ) 0.F c c  B B  

Определим  

* ** *

0 0

( , ) ( , ), .
x c x c

F x F x
x x
  

   

 
 

 
B B

L R  

Тогда в общем случае, «border 
collision» бифуркация, возникающая в (7) 
при *  , та же самая, что и в кусочно-

линейном отображении («skew tent map») 
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( ),
, если 0;

( )
, если 0

x f x
x x

f x
x x

 
 

 
   

L

R


         (8) 

при 0   для * *( , ) ( , )   L R L R . 

Заметим, что здесь рассматривают-
ся «border collision» бифуркации, воз-
никающие в точке 0  , когда бифур-

кационный параметр   меняет знак с 

«минуса» на «плюс» или наоборот. В 
общем случае в качестве бифуркацион-
ного можно выбрать любой из трех па-
раметров L , R ,   [6, 18].  

Далее покажем, что все параметры 
нормальной формы (8) являются функ-
циями параметров отображения (1) и об-
ладают желаемой степенью гладкости. 

Начнем с небольшого предвари-
тельного замечания. Мультипликатор 

*( )F x e L неподвижной точки *x c L , 

где 1 ,q Pc e e 


       

L  

удовлетворяющей ( ) 0,F x x L  всегда 

*0,0 ( ) 1,0F x L  и, следовательно, *x  

устойчива. Несложно показать, что на 
линии BCBL  неподвижная точка *x  равна

* 1,0x c L . Мультипликатор другой 

неподвижной точки *x c R , которая 

есть корень уравнения ( ) 0F x x R , ра-

вен той же величине *( )F x e R . Одна-

ко решение этого уравнения должно удо-
влетворять еще и условию / 0,0q  . Но 
это условие относится ко второй «bor-
der-collision» бифуркационной границе. 
С другой стороны, очевидно, что 

/ 0,0q   только тогда, когда ,    что 
физически нереализуемо. Это означает, 
что в рассматриваемой модели «border 
collision» бифуркации возникают, когда 
неподвижная точка пересекает много-
образие переключения cL , отвечающей 
границе, разделяющей области опреде-
ления функций ( )F xL  и ( )F xM . Но в 
случае периодических орбит, надо рас-
сматривать обе границы.  

Положив ,c cB L  найдем: 

0 0

( , )( , ) ,
x c x c

F xF x e
x x


   


  

 
B B

L
L                                  (9) 

0 0

( , )( , ) ,
x c x c

F xF x ee
x x P


  

   

 
   

 
B B

M
R  

*
*

* *

*

0, если ;
( , ) ( ), где 0, если ;

0, если ,

F x
  


     


  

 
    

   

 

2

( , ) 0.F x P
 


 

 
 



Жусубалиев Ж. Т., Кузьмина Д. С., Яночкина О. О.                          Бифуркационный анализ кусочно-гладких... 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2020; 24(3): 137-151 

145

Коэффициенты L  и R  рассчиты-

ваются для значений  и , лежащих на 
линии BCBL , т.е. удовлетворяющих  

1 0.q P


  
 

 

Фазовое пространство отображения 
(8) делится на две области 

 : 0x x L=  ;  : 0x x R =  . Не-

подвижные точки в областях L и R  

* *0 и 0.
1 1

x x 
 

   
 L R

L R

 

Поскольку «border collision» би-
фуркация возникает при 0  , то в 

точке бифуркации получаем * * 0.x x L R  

Устойчивость *xL/ R  определяется коэф-

фициентами L , R : неподвижная точ-

ка *xL/ R  устойчива, если 1, 0 L / R  и 

неустойчива, если 1, 0 L / R . Класси-

фикация возможных бифуркаций в (8) и 
детальная бифуркационная диаграмма 
на плоскости параметров ( , ) L R  при-

ведены в [6, 9, 18]. 
Из (9) видно, что коэффициент L  

не зависит от параметров ,  отобра-

жения (1): 0,81873e  L  (см. (9)). На 

участке границы BCBL , расположенном 

слева от точки 0P , угловой коэффици-

ент R  по абсолютной величине мень-

ше единицы. Так как в этом случае 

1, 0 L / R , то «border collision» пере-

ход называется «persistence» [13], озна-

чающий то, что устойчивая неподвиж-
ная точка одного типа переходит в 
устойчивую неподвижную точку друго-
го типа (в [8, 9] он назван бифуркацией 
«простого изменения типа решения»). 

На другом участке BCBL , располо-

женном справа от 0P , параметр 

1,0. R  В этом случае, в зависимости 

от величины R  можно наблюдать 

большое многообразие нелинейных яв-
лений, например, удвоение или умноже-
ние периода колебаний, рождение мно-
гополостного хаотического аттрактора в 
результате единственной бифуркации (за 
подробностями отсылаем к [6, 18]).  

В заключение нашего обсуждения 
приведём несколько иллюстративных 
примеров, показывающих роль нор-
мальной формы (8) в прогнозировании 
нелинейных явлений в кусочно-гладком 
отображении (1). 

На рис. 3,а приведена бифуркаци-
онная диаграмма, иллюстрирующая би-
фуркацию удвоения периода при пере-
ходе из области 0  в область 2  через 

границу BCBL  при 6,7  . На рис. 3,б 

показаны результаты исследований с по-
мощью нормальной формы (8) для 

1,21172  R . Значение коэффициента 

1,21172  R  отвечает точке, лежащей 

на границе BCBL  при 6,7  . На  

рис. 3,в-д показаны итерационные диа-
граммы, показывающие бифуркацион-
ный переход.  



Информатика, вычислительная техника и управление / Computer science, computer engineering and control 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2020; 24(3): 137-151 

146

 
Рис. 3. Удвоение периода колебаний при =6,7: а – бифуркационная диаграмма для кусочно-

гладкого отображения (1); б – бифуркационная диаграмма для нормальной формы (8). 
Параметры нормальной формы соответствуют =6,7: -1,21172; в-д – итерационные 

диаграммы, иллюстрирующие динамику до, в точке и после бифуркации 

Fig. 3. Period-doubling of oscillations for =6,7: a – Bifurcation diagram for the piecewise-smooth map 
(1); б – Bifurcation diagram for the normal form map (8). Parameters of the normal form map 
correspond to =6,7: -1,21172; в-д – cobweb diagrams illustrating the dynamics before, 

at and after the bifurcation point 

 

Как видно из этой диаграммы, в 
точке бифуркации 0,0   существует 
асимптотически устойчивая неподвиж-
ная точка * * 0.x x L R  После бифурка-

ции при 0,0   возникают неустойчи-

вая неподвижная точка *xR  и устойчи-

вый цикл с периодом 2, причем, при 

1,21172  R , одна точка 2-цикла 

находится в области L, а другая — в 
области R  (см. рис. 3(д)). На рис. 4 
изображен бифуркационный переход, 
при котором из неподвижной точки 
возникает однополостный хаотический 
аттрактор. 

 

                          а)                                б) 

               в)                                              г)             д) 
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Рис. 4. Рождение однополостного хаотического аттрактора при 8  :  а – Бифуркационная 

диаграмма для (1); б – Бифуркационная диаграмма для (8): -1,63746 

Fig. 4. Birth of a single-band chaotic attractor, 8  : a – Bifurcation diagram for (1);  

б – Bifurcation diagram for (8), -1,63746 

Выводы 

В представленной работе выполнен 
бифуркационный анализ бимодального 
кусочно-гладкого отображения, описы-
вающего поведение импульсной систе-
мы автоматического управления. В пло-
скости параметров построена граница 
области устойчивости неподвижной 
точки, отвечающей периодическим ко-
лебаниям с периодом модуляции. 

Показано, что область устойчивости 
неподвижной точки ограничена двумя 

бифуркационными кривыми: линиями 
классической бифуркации удвоения пе-
риода и «border collision» бифуркации. 
Описаны методики расчёта бифуркаци-
онных кривых и определения парамет-
ров нормальной формы как функции 
параметров исходного кусочно-гладко-
го отображения. 

Приведены примеры, демонстриру-
ющие роль кусочно-линейного непре-
рывного отображения в прогнозирова-
нии нелинейных явлений в кусочно-
гладких динамических системах.  
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Устойчивость колебаний импульсной системы  
управления электроприводом 

О.О. Яночкина 1 , Е.О. Болдырева 1  

1 Юго-Западный государственный университет 
ул. 50 лет Октября 94, г. Курск 305040, Российская Федерация 

 e-mail: yanoolga@gmail.com 

Резюме 

Цель исследования. Исследование устойчивости колебаний импульсной системы управления электро-
приводом постоянного тока с целью обеспечения рабочих режимов с заданными динамическими харак-
теристиками. 
Методы. Анализ устойчивости периодических решений дифференциальных уравнений с разрывной правой 
частью сводится к задаче исследования локальной устойчивости неподвижных точек отображения.  
Результаты. Проведен анализ устойчивости в зависимости от напряжения питания электропривода и 
коэффициента усиления корректирующего звена в цепи обратной связи. Выявлено, что граница области 
устойчивости на плоскости варьируемых параметров имеет ярко выраженный экстремум в виде максимума в 
бифуркационной точке коразмерности два, называемой еще точкой резонанса 1:2. По одну сторону от этой 
точки область устойчивости ограничена линией бифуркации Неймарка-Сакера, а по другую – линией 
бифуркации удвоения периода. Это означает, что с изменением параметров радиус области устойчивости 
сначала растет, достигая максимума в точке резонанса 1:2, а затем уменьшается. Этот важный вывод 
можно использовать в оптимизационных расчетах. 
Заключение. Выполнен анализ устойчивости импульсной системы управления электроприводом постоянного 
тока, поведение которой описывается дифференциальными уравнениями разрывной правой частью. Задача 
поиска периодических решений дифференциальных уравнений сведена к задаче поиска неподвижных точек 
отображения. Неподвижные точки отображения удовлетворяют системе нелинейных уравнений, которая 
решалась численно методом Ньютона-Рафсона. Устойчивость периодических решений дифференциальных 
уравнений отвечает устойчивости неподвижных точек соответствующего отображения. Исследования 
проводились при вариации коэффициента усиления в цепи обратной связи и напряжения питания. Выявлено, 
что потеря неподвижной точки происходит через суперкритическую бифуркацию Неймарка-Сакера, когда при 
изменении параметров комплексно-сопряженная пара мультипликаторов выходит из единичного круга. Однако 
при увеличении напряжения питания граница бифуркации Неймарка-Сакера переходит в границу бифуркации 
удвоения периода в точке резонанса 1:2. 

 
Ключевые слова: система автоматического управления электроприводом; широтно-импульсная модуляция, 
устойчивости периодических режимов; кусочно-гладкие отображения; бифуркация Неймарка-Сакера; бифука-
ция удвоения периода; точка резонанса 1:2.  

Конфликт интересов: Авторы декларируют отсутствие явных и потенциальных конфликтов инте-
ресов, связанных с публикацией настоящей статьи. 

Благодарности: Работа выполнена под руководством д.т.н., проф., профессора кафедры вычислитель-
ной техники ФГБОУ ВО «Юго-Западный государственный университет» Жусубалиева Ж.Т. 

_______________________ 
 Яночкина О.О., Болдырева Е.О., 2020 



Яночкина О.О., Болдырева Е.О.                          Устойчивость колебаний импульсной системы  управления... 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2020; 24(3): 152-165 

153
Для цитирования: Яночкина О.О., Болдырева Е.О. Устойчивость колебаний импульсной системы управления 
электроприводом // Известия Юго-Западного государственного университета. 2020; 24(3): 152-165. 
https://doi.org/10.21869/2223-1560-2020-24-3-152-165. 

Поступила в редакцию 30.03.2020   Подписана в печать 27.04.2020   Опубликована 30.06.2020 
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Abstract 

Purpose of reseach is Study of vibration stability of the impulse system of direct current electric drive in order to 
ensure operating modes with specified dynamic characteristics. 
Methods. The stability analysis of periodic solutions of differential equations with discontinuous right-hand side is 
reduced to the problem of studying local stability of fixed map points. 
Results. The analysis of stability is carried out depending on the supply voltage of the electric drive and the gain of 
the correcting link in the feedback circuit. It is revealed that the boundary of the stability region on the plane of the 
variable parameters has a pronounced extremum in the form of a maximum at the bifurcation point of codimension 
two, also called the resonance point 1: 2. On one side of this point, the stability region is bounded by the Neimark-
Sacker bifurcation line, and on the other, by the period-doubling bifurcation line. This means that with a change in the 
parameters, the radius of the stability region first increases, reaching a maximum at the resonance point 1: 2, and 
then decreases. This important conclusion can be used in optimization calculations. 
Conclusion. The analysis of the vibration stability of the impulse system of direct current electric drive, the behavior 
of which is described by differential equations of the discontinuous right-hand side, is carried out. The problem of 
finding periodic solutions to differential equations is reduced to the problem of finding fixed points of the map. The 
fixed points of the map satisfy a system of nonlinear equations, which was solved numerically by the Newton-
Raphson method. The stability of periodic solutions of differential equations corresponds to the stability of fixed points 
of the corresponding map. The studies were carried out with variation of the gain in the feedback circuit and the 
supply voltage.  It is revealed that the loss of a fixed point occurs through the supercritical Neimark-Sacker 
bifurcation, when the complex-conjugate pair of multipliers leaves the unit circle when the parameters change. 
However, with an increase in the supply voltage, the Neimark-Saker bifurcation boundary passes into the period-
doubling bifurcation boundary at the 1: 2 resonance point. 

 
Keywords: electric drive automatic control system; pulse-width modulation; stability of periodic modes; piecewise 
smooth maps; Neimark-Sacker bifurcation; period doubling bifurcation; 1: 2 resonance point. 
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Введение 

Одна из основных особенностей им-
пульсных систем автоматического уп-
равления – это колебательный режим 
работы с частотой модуляции, обуслов-
ленный импульсным характером преоб-
разования энергии. Поэтому ключевой 
задачей при их проектировании являет-
ся обеспечение устойчивости периоди-
ческих режимов с заданными динами-
ческими характеристиками в широком 
диапазоне вариации параметров и при 
воздействии помех [1,2]. 

Потеря устойчивости может приво-
дить к различным нелинейным явлени-
ям, таким как возникновение субгармо-
нических колебаний, хаотических и ква-
зипериодических режимов. В результа-
те этого снижается точность регулиро-
вания скорости электропривода, на не-
сколько порядков увеличивается ам-
плитуда колебаний момента двигателя и 
угловой скорости вращения якоря. По-
этому исследование устойчивости пе-
риодических режимов при проектиро-
вании конкретного класса импульсных 
систем автоматического управления яв-
ляется важной задачей. 

В качестве конкретного объекта для 
исследований в работе рассматривается 
математическая модель импульсной си-
стемы управления электроприводом по-
стоянного тока [3]. Такая система опи-
сывается неавтономными дифференци-

альными уравнениями с разрывной пра-
вой частью [1,2]. С целью упрощения ис-
следований математическая модель при-
ведена к так называемой канонической 
форме [1,2], допускающей численно-
аналитический анализ решений исходной 
системы дифференциальных уравнений. 

Сложность решения поставленной 
задачи обусловлена следующими об-
стоятельствами. Во-первых, для анализа 
устойчивости в нелинейных системах 
надо предварительно найти искомое пе-
риодическое движение, например, пу-
тем решения краевой задачи для обык-
новенных дифференциальных уравне-
ний [2]. При этом важно, чтобы вы-
бранный численный метод позволял 
находить как устойчивые, так и неус-
тойчивые режимы. Таким образом, за-
дачи поиска периодических режимов и 
исследования их локальной устойчивости 
в нелинейных системах неразрывны. 

Во-вторых, импульсные системы ав-
томатического управления обычно опи-
сываются дифференциальными уравне-
ниями с разрывными правыми частями. 
Существующая теория устойчивости, 
разработанная для гладких дифферен-
циальных уравнений, не применима для 
таких уравнений.  

Поэтому возможны два пути реше-
ния этой задачи: использовать теорию  
устойчивости разрывных систем [2,4, 
5,6], для применения которой в практи- 
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ческих задачах требуется специальная 
подготовка, или применить методы со-
временной бифуркационной теории ку-
сочно-гладких отображений. 

В представленной работе для ана-
лиза устойчивости выбран второй путь, 
а именно, полученные дифференциаль-
ные уравнения с разрывной правой ча-
стью в безразмерной форме сведены к 
кусочно-гладкому непрерывному отоб-
ражению. Тогда задача поиска перио-
дических решений дифференциальных 
уравнений упрощается за счёт того, что 
отпадает необходимость решения слож-
ной краевой задачи для уравнений с 
разрывной правой частью. В итоге эта 
задача сводится к задаче поиска непо-
движных точек отображения, а устой-
чивость периодических решений диф-
ференциальных уравнений отвечает ус-
тойчивость неподвижных точек соот-
ветствующего отображения. Неподвиж-
ные точки полученного отображения 
удовлетворяют системе нелинейных 
уравнений, которые решались численно 
методом Ньютона-Рафсона. 

Проведен анализ устойчивости в 
зависимости от напряжения питания и 
коэффициента усиления корректирую-
щего звена в цепи обратной связи. 

Выявлено, что граница области ус-
тойчивости на плоскости варьируемых 
параметров имеет ярко выраженный 
экстремум в виде максимума в бифур-
кационной точке коразмерности два, 
называемой еще точкой резонанса 1:2 
[7]. По одну сторону точки коразмерно-
сти два область устойчивости ограни- 
 

чена линией бифуркации Неймарка-
Саккера [7], а по другую – линией би-
фуркации удвоения периода.  

Материалы и методы 

Назначение рассматриваемой систе-
мы состоит в том, чтобы автоматически 
поддерживать скорость электропривода 
на заданном уровне или автоматически 
осуществлять слежение за задающим 
сигналом, закон изменения которого 
определяется конкретной задачей уп-
равления работой производственных 
механизмов. Как было отмечено во вве-
дении, основная цель исследований за-
ключается в построении области устой-
чивости рабочих режимов в простран-
стве параметров. 

На рис. 1 представлена схема заме-
щения этой системы [3]. Здесь VT  – по-
лупроводниковый преобразователь, VD  – 
обратный диод, 0E  – источник посто-
янного напряжения. Объектом управле-
ния является электродвигатель посто-
янного тока M . В качестве датчика об-
ратной связи используется тахогенера-
тор VS , определяющий угловую ско-
рость вращения якоря  . Регулятор со-
стоит из усилителя сигнала ошибки 

2DA  и источника опорного напряжения 

refV . Величина refV  пропорциональна 

значению угловой скорости  . Моду-
лятор включает в себя компаратор 1DA , 

устройство выборки-хранения S H , ге-
нератор тактовых импульсов clockV  и 
формирователь пилообразного сигнала 

 rampV t . 
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Рис. 1. Схема замещения системы управления 

Fig. 1. Equivalent circuit of the control system 

 

Поведение такой системы согласно 
схеме замещения, приведенной на рис. 1, 
описывается неавтономными диффе-
ренциальными уравнения с разрывной 
правой частью [3] 

0
1 2 F

1

K ,

,

я1

я я я

c2

R C Edx = x x +
dt L L L

C Mdx = x
dt J J





 



        (1) 

где    F
1K 1
2 k ramp= sign ξ V t  ,  

  /k t=a t aξ = ξ t |   
, 

    ref 2ξ t = α V βx t  ;  

   0 / /ramp
VV t = t a t a
α

    . 

Здесь 1x  – ток якоря яi ; 2x  – угло-

вая скорость вращения якоря  ; яL  и 

яR  – соответственно, суммарная индук-

тивность и сопротивление якорной цепи 

двигателя; C  – постоянная двигателя; 

J  – момент инерции, приведённый к 
валу двигателя; cM  – статический мо-

мент на валу двигателя.  
В отличие от системы, рассмотрен-

ной в [3], в представленной работе ис-
следуется система с широтно-импуль-
сной модуляцией первого рода [1]. В (1) 
  и FK  – соответственно, сигналы на 

входе и на выходе модулятора; t a    – 

функция, выделяющая целую часть ар-
гумента t a ; 2sV x   – выходное на-

пряжение тахогенератора VS , где   – 
чувствительность датчика скорости; 

refV , 0V  – сигнал задания и опорный 

сигнал модулятора;   – коэффициент 
усиления корректирующего звена 2DA ; 

a  – период следования импульсов так-
тового генератора. 
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Для выбранных значений парамет-
ров собственные значения 1λ  и 2λ мат-

рицы коэффициентов системы (1) дей-
ствительны и отрицательны [1,2]: 

2 2

1 22 4
я я

я я я

R R Cλ =
L L J L

  
 

;  

2 2

2 22 4
я я

я я я

R R Cλ =
L L J L

  
 

. 

От переменных 1x , 2x  перейдем к 

безразмерным переменным x , y с по-
мощью замены [2]: 

 
0 2 1

1
1 2 1 2

я я я я

я

E λ +R L λ +R Lx = x y
L λ λ λ λ

 
   

,  

 
0

2
2 1 1 2я

E C x yx =
J L λ λ λ λ

  
    

.         (2) 

Подставив (2) в (1) и разрешив (1) 
относительно производных, получим [2] 

 F 1K1x = λ x +Ω ;  

 F 2K2y = λ y + Ω ,          (3) 

  F
1K 1
2 k= sign ξ ,  k kξ φ η t  ,  

k k kφ νy x +q  ,  

   Pη t = t a t a
α

    ,  

 kx = x ka ,  ky = y ka , 0,1,2,...k  . 
 

Здесь  
 0 2 1

2 0

V C
P

β E
  



 ; 

0

refV
q P

V
 ; 1

2

λν
λ

 ; 

 1
0 2

c

я я

M CΩ =
E J λ +R L



 
;  

 2
0 1

c

я я

M CΩ =
E J λ +R L



 
. 

Уравнения (3) были сведены к ку-
сочно-гладкому отображению [2] 

   

   
1 1 1

1 2 2

e 1 e ;

e 1 e ,
0, 1, 2 ...,

aλ kaλ 11
k k

aλ kaλ 22
k k

1 z
x = x +Ω + Ω

1 z
y = y +Ω + Ω

k = ,






 


     (4) 

где 

0,           при 0

1,            при 

,    при 0

k

k k

k k

φ < ;
Pz = φ > ;
α

Pφ ,
P α
 







   

 

где k k kφ νy x +q  . 

Результаты и их обсуждение 

Напомним, что рабочий режим рас-
сматриваемой системы – вынужденные 
периодические колебания с периодом 
модуляции. 

Потеря устойчивости этого режима 
при вариации параметров может приво-
дить к возникновению субгармониче-
ских колебаний или квазипериодиче-
ских режимов, а при определенных ус-
ловиях и к хаотизации колебаний. В ре-
зультате этого снижается точность ре-
гулирования скорости электропривода, 
на несколько порядков увеличивается 
амплитуда колебаний тока якоря и уг-
ловой скорости, что снижает показатели 
качества управления. 

Исследования проводились при сле-
дующих значениях параметров [3] 

0,53яR  Ом, 30,53 10яL   Гн;  

0,362C  В·с, 0,001884J кг·м2;  

10cM  Н·м; 3refV  В; 0 10V  В;  

0,0318 В/с; 0,001a  ; 0 100E  В;  

0 120  . 
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В качестве варьируемых параметров 

были выбраны напряжение питания 0E  и 

коэффициент усиления  . Напомним, 
что вынужденным периодическим коле-
баниям с периодом модуляции отвечает 
неподвижная точка отображения (4). 

На рис. 2,а приведена однопарамет-
рическая бифуркационная диаграмма, 
рассчитанная в диапазоне изменения 
коэффициента усиления 34,0 40,0   

и 0 35,0E  , а на рис. 2,б изображена за-

висимость комплексно-сопряженной па-

ры мультипликаторов 1,2ρ μ ± i γ   не-

подвижной точки от   (годограф муль-
типликаторов). 

Как можно видеть из графиков 

1,2ρ = μ ± i γ , при NS<   существует ус-

тойчивая гиперболическая неподвиж-ная 
точка: мультипликаторы 1,2ρ = μ ± i γ  

находятся внутри единичного круга, так 

как 2
1,2 12ρ = μ +γ < . Такая неподвиж-

ная точка называется устойчивым фо-
кусом. 

 

  

   а)       б) 

Рис. 2. Бифуркация Неймарка-Сакера: а – бифуркационная диаграмма; б – годограф 

комплексно-сопряжённой пары мультипликаторов, где 1,2ρ  – модуль мультипликаторов

1,2ρ = μ ± i γ  

Fig. 2. Neimark-Sacker bifurcation: a – bifurcation diagram; б – hodograph of a complex conjugate 

pair of multipliers, where 1,2ρ  is the modulus of multipliers 1,2ρ = μ ± i γ  

В точке NS   комплексно-

сопряженная пара мультипликаторов 

1,2ρ = μ ± i γ  выходит на границу еди-

ничного круга: 2
1,2 12ρ = μ +γ = . В 

этом случае говорят, что неподвижная 
точка становится негиперболической. 

Для анализа устойчивости таких инва-
риантных множеств линейная теория, 
которую мы используем, не работает, 
поскольку для негиперболических не-
подвижных точек поведение траекторий 
линеаризованной и исходной системы 
может быть принципиально различным. 
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Но эта неподвижная точка негрубая: 
малое шевеление параметров превраща-
ет негиперболическую неподвижную 
точку в гиперболическую. Можно пока-
зать, что негиперболическая неподвиж-
ная точка с комплексно-сопряженной 
парой мультипликаторов, лежащих на 
границе единичного круга, является 
асимптотически устойчивой. 

Заметим, что границей области ус-
тойчивости являются те значения пара-
метров, при которых неподвижная точ-
ка оказывается негиперболической. Как 
показано на рис. 2,б, при дальнейшем 
увеличении параметра   комплексно-
сопряженная пара мультипликаторов 

1,2ρ = μ ± i γ  выходит из единичного 

круга: 2
1,2 12ρ = μ +γ > . В результате 

этого неподвижная точка становится 
неустойчивым фокусом. 

Потеря устойчивости приводит к 
мягкому рождению двухчастотных ква-
зипериодических колебаний (как пока-
зано на рис. 2,а. Таким колебаниям в 
фазовом пространстве отображения от-
вечает замкнутая инвариантная кривая. 
Такой переход называется суперкритиче-
ской бифуркацией Неймарка-Саккера [7].  

В области параметров с квазипери-
одической динамикой существуют окна 
с периодической динамикой, отвечаю-
щие явлению захвата частот или резо-
нансу, когда движение на замкнутой 
инвариантной кривой становится пери-
одическим. На рис. 2,а хорошо видна 
область резонансного периодического  
 

режима с периодом 14. Этим областям в 
пространстве параметров отвечают так 
называемые языки Арнольда [7–15]. 

Как показали исследования, при ва-
риации параметров граница бифурка-
ции Неймарка-Сакера переходит в ли-
нию бифуркации удвоения периода в 
точке коразмерности два, где оба муль-
типликатора обращаются в минус еди-
ницу 1 2 1,0ρ ρ =  . Это так называемая 

точка резонанса 1:2, где выполняются 
два бифуркационных условия – бифур-
кации Неймарка-Сакера [7] и бифурка-
ции удвоения периода [7,16–21]. 

На рис. 3 показаны бифуркационные 
кривые на плоскости параметров (E0, ). 
Область устойчивости неподвижной точ-
ки расположена слева этих кривых. Ли-
ния бифуркации Неймарка-Сакера пере-
ходит в линию бифуркации удвоения пе-
риода в точке коразмерности два, назы-
ваемой точкой резонанса 1:2. 

На рис. 4,а показана бифуркационная 
диаграмма зависимости мультипликато-
ров до точки резонанса 1:2 при E0=80 B. 
На этом участке потеря устойчивости 
приводит к возникновению двухчастот-
ных квазипериодических колебаний. На 
рис. 4,б хорошо виден момент выхода 
комплексно-сопряжённых мультиплика-
торов за границу единичного круга. В той 
части границы, расположенной выше 
точки резонанса 1:2, потеря устойчиво-
сти, когда один из мультипликаторов вы-
ходит из единичного круга через –1, при-
водит к удвоению периода колебаний 
(рис.5,а,б). 
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Рис. 3. Бифуркационная диаграмма на плоскости параметров (α, E0 ) 

Fig. 3. Bifurcation diagram in the (α, E0 ) parameter plane 
 
 

 

 
  

   а)       б) 

Рис. 4. Динамика вблизи точки резонанса 1:2: а – бифуркационная диаграмма,  
E0 = 80 В; б – годограф мультипликаторов 

Fig. 4. Dynamics near the resonance point 1:2: a – bifurcation diagram, E0 = 80 В,  
б – hodograph of multipliers 
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   а)       б) 

Рис. 5. Бифуркация удвоения периода: а – бифуркационная диаграмма; б – годограф 
мультипликаторов 

Fig. 5. Period-doubling bifurcation: a – bifurcation diagram; б – hodograph of multipliers 

 
Отметим, что с увеличением напря-

жения питания радиус области устой-
чивости по коэффициенту усиления 
растет, достигая максимума в точке ре-
зонанса 1:2, а затем уменьшается. Этот 
важный вывод можно использовать в 
оптимизационных расчетах. 

Выводы 

В представленной работе исследо-
вана устойчивость импульсной системы 
автоматического управления электропри-
водом постоянного тока, описываемой 
дифференциальными уравнениями с раз-
рывной правой частью. Уравнения дви-
жения приведены к так называемой ка-
нонической форме, допускающей чис-
ленно-аналитический анализ решений. 
Полученные дифференциальные урав-
нения в безразмерной форме сведены к 
двумерному кусочно-гладкому непре-
рывному отображению. 

Задача поиска периодических ре-
шений дифференциальных уравнений 
сведена к задаче поиска неподвижных 

точек двумерного отображения. Непо-
движные точки этого отображения удо-
влетворяют системе нелинейных урав-
нений, которая решалась численно ме-
тодом Ньютона-Рафсона. Устойчивость 
периодических решений дифференци-
альных уравнений отвечает устойчи-
вость неподвижных точек соответству-
ющего отображения.  

Выполнены исследования устойчи-
вости периодических режимов в зави-
симости от коэффициента усиления в 
цепи обратной связи и напряжения пи-
тания. Выявлено, что потеря неподвиж-
ной точки отображения происходит че-
рез бифуркацию Неймарка-Сакера, ко-
гда при вариации параметров ком-
плексно-сопряженная пара мультипли-
каторов выходит за границу единичного 
круга. Однако при увеличении напря-
жения питания граница бифуркации 
Неймарка-Сакера переходит в границу 
бифуркации удвоения периода в точке 
резонанса 1:2. 
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Резюме 

Целью исследования является разработка алгоритма расчета устойчивых инвариантных многообразий 
седловых периодических орбит кусочно-гладких отображений. 
Метод базируется на итерировании фундаментальной области вдоль устойчивого подпространства 
собственных векторов матрицы Якоби, вычисленной в седловой периодической неподвижной точке.  
Результаты. Разработан метод расчета устойчивых инвариантных многообразий седловых периодиче-
ских орбит кусочно-гладких отображений. Основной результат сформулирован в виде утверждения. 
Основу метода составляет оригинальный подход нахождения обратной функции, идея которого состоит 
в сведении задачи к нелинейному уравнению первого порядка. 
Заключение. Описан численный метод расчета устойчивых инвариантных многообразий кусочно-гладких 
отображений, моделирующих импульсные системы автоматического управления. Метод базируется на 
итерировании фундаментальной области вдоль устойчивого подпространства собственных векторов 
матрицы Якоби, вычисленной в седловой периодической неподвижной точке. Основу метода составляет 
оригинальный подход нахождения обратной функции, который состоит в сведении задачи к решению 
нелинейного уравнения первого порядка. Такой подход исключает необходимость решения систем 
нелинейных уравнений для определения обратной функции и преодоления сопутствующих при этом 
вычислительных проблем. Приведены примеры исследования глобальной динамики кусочно-гладких ото-
бражений с мультистабильным поведением. 
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Abstract 

Purpose of reseach is of the work is to develop an algorithm for calculating stable invariant manifolds of saddle 
periodic orbits of piecewise smooth maps. 
Method is based on iterating the fundamental domain along a stable subspace of eigenvectors of the Jacobi matrix 
calculated at a saddle periodic fixed point. 
Results. A method for calculating stable invariant manifolds of saddle periodic orbits of piecewise smooth maps is 
developed. The main result is formulated as a statement. The method is based on an original approach to finding the 
inverse function, the idea of which is to reduce the problem to a nonlinear first-order equation. 
Conclusion. A numerical method is described for calculating stable invariant manifolds of piecewise smooth maps 
that simulate impulse automatic control systems. The method is based on iterating the fundamental domain along a 
stable subspace of eigenvectors of the Jacobi matrix calculated at a saddle periodic fixed point. The method is based 
on an original approach to finding the inverse function, which consists in reducing the problem to solving a nonlinear 
first-order equation. This approach eliminates the need to solve systems of nonlinear equations to determine the 
inverse function and overcome the accompanying computational problems. Examples of studying the global 
dynamics of piecewise-smooth mappings with multistable behavior are given. 
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*** 

Введение 

Как известно, глобальная устойчи-
вость является редким свойством нели 
 

 

нейных динамических систем, посколь-
ку из этого свойства вытекает, что су-
ществует единственный аттрактор, ко-
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торый притягивает все траектории фа-
зового пространства. Однако большин-
ство задач из механики, физики, теории 
систем автоматического уравнения, си-
ловой электроники, биологии, экономи-
ки и социальных наук приводят к моде-
лям, которые демонстрируют мульти-
стабильное поведение [1-7], когда при 
одних и тех же параметрах сосущест-
вуют несколько аттракторов. 

Особенность мультистабильных си-
стем состоит в их высокой чувстви-
тельности к внешним помехам. Даже 
сколь угодно малые случайные возму-
щения или вариации параметров могут 
приводить к непрогнозируемым изме-
нениям динамики, например, к внезап-
ному переходу от одного периодического 
движения к другому, либо к взрывной 
хаотизации колебаний. 

Для изучения нелинейных явлений в 
мультистабильных системах требуется 
найти специальные инвариантные мно-
жества, такие как репеллеры, седловые 
периодические орбиты вместе с их ус-
тойчивыми и неустойчивыми многооб-
разиями, играющие ключевую роль в 
глобальной динамике [8-10]. Устойчи-
вые и неустойчивые инвариантные мно-
гообразия нельзя рассчитать ни аналити-
чески, ни с помощью техники линеариза-
ции. Сейчас разработано несколько чис-
ленных методов расчета устойчивых и 
неустойчивых инвариантных множеств 
[11-19]. 

Стандартный подход состоит в ите-
рации так называемой фундаменталь-
ной области (fundamental domain) (см., 
например, [8, 11]), когда итерируется 

локальная область в окрестности седло-
вой периодической орбиты вдоль 
устойчивого и неустойчивого собствен-
ных подпространств. Все эти методы 
работают одинаково, поскольку устой-
чивое многообразие вычисляется как 
неустойчивое многообразие обратной 
функции, полученной явно, или чис-
ленно, например, методом Ньютона. 

Н. Osinga и др. [14] предложили 
численный метод расчета устойчивых 
одномерных инвариантных многообра-
зий двумерных отображений, не требу-
ющий определения обратной функции 
или ее аппроксимации. Это так называ-
емый «Search Circle (SC)» алгоритм 
[14]. Такой подход особенно важен в 
тех случаях, когда нельзя получить ото-
бражение Пуанкаре аналитически для 
заданного векторного поля. Можно его 
использовать и в случае, когда отобра-
жение необратимо. Метод реализован в 
виде прикладной программы в пакете 
DsTool и в настоящее время является 
одним из эффективных в своем классе. 

Мы предлагаем численный алгоритм 
расчета устойчивого инвариантного 
многообразия седловых периодических 
орбит семейства кусочно-гладких отоб-
ражений, моделирующих импульсные 
системы автоматического управления и 
устройства силовой электроники. Осно-
ву алгоритма составляет оригинальный 
метод построения обратной функции, 
исключающий необходимость числен-
ного решения систем нелинейных урав-
нений и преодоления сопутствующих 
при этом вычислительных проблем. 



Жусубалиев Ж. Т. , Рубанов В. Г. , Гольцов Ю. А.                            К расчету инвариантных многообразий ... 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2020; 24(3): 166-182 

169

Для тестирования и исследования на-
шего метода мы использовали програм-
му, где реализован «Search Circle (SC)» 
алгоритм. Программа была любезно 
предоставлена проф. Н. М. Osinga. 

Материалы и методы 

Рассмотрим семейство отображе-
ний F: ℝ2 → ℝ2: 

   : , , ,F x y F x y  

   
   
   

, ,   , ,
( , ) , ,  , ,

, ,   , ,

F x y x y D
F x y F x y x y D

F x y x y D


 
 

 

 

 

        (1) 

Здесь F(x, y) кусочно-гладкая век-
тор-функция. 

He ограничивая общности, будем 
рассматривать конкретное кусочно-
гладкое отображение, относящееся к 
(1), в котором 

 
 

1 1
( , ) ;

1 1
x

F x y
y




  
    

   

( , ) ;
x

F x y
y



 

  
 

   

 
 

1

1

1
( , ) ,

1

z

z

x
F x y

y
 
 





  
     

        (2) 

где 

  0.qz x y q x y z
q

         


  

Здесь α, ߚ, ϑ, Γ, q – параметры. 
Каждая из Fℒ (x, y), Fℳ (x, y) и Fℛ (x, y) – 

функция класса C1 и монотонна во всей 
своей области определения: 

  1, : ,D x y y x q        
  

  1, : ,D x y q y x q        
  

  , : .D x y y x q    

Границы Dℒ, Dℳ, Dℛ – это точки  
(x, y) ∈ D ⊂ ℝ2, где производные перво-
го порядка F (x, y) по (x, y) не суще-
ствуют. Границу между областями 
определения Fℒ, Fℛ, Fℳ называют «bor-
der». Здесь D = Dℒ ∪ Dℳ ∪ Dℛ. 

Отображение (1), (2) было введено 
в [20] для исследования бифуркаций 
замкнутых инвариантных кривых и с 
тех пор оно изучалось многими автора-
ми (см., например, [21]). К этому же 
классу относятся отображения, рас-
смотренные в [22, 23, 24]. 

Описание нашего метода начнем с 
нескольких предварительных замечаний 
и определений. 

• Рассмотрим отображение 

 : , ,nF F x x x          (3) 

где F – гладкая функция класса C1. Там, 
где это необходимо, будем записывать 
(3) в эквивалентной форме 

 : , ,  .nF F  x x x x   

Здесь x' называется образом точки x 
первого ранга. Любая точка x, такая что 
F(x) = x' называется прообразом x' ран-
га один. Образы и прообразы ранга-k 
обозначают Fk(x) и F-k(x), соответствен-

но. Здесь       ... ...kF F F

k

Fx x


. 

• Определение 1. Точка x0 называ-
ется неподвижной, если F(x0) - x0 = 0. 

 

. 
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• Определение 2 [8]. Пусть A –

матрица Якоби, вычисленная в x0. Соб-
ственные числа ρ1, ρ2, ..., ρn матрицы A 
называются мультипликаторами непо-
движной точки. 

Пусть n−, n0 и n+, n0 + n− + n+ = n – 
число мультипликаторов, лежащих внут-
ри, на границе и вне единичного круга 
{ρ ∈ ℂ1 : |ρ| = 1}, соответственно. Непо-
движная точка называется гиперболиче-
ской, если n0 = 0, т.е. если нет мульти-
пликаторов, лежащих на границе еди-
ничного круга. Неподвижная точка 
устойчива, если все мультипликаторы 
лежат внутри единичного круга, т.е. 
|ρi| < 1,  1 ,  .i n  Гиперболическая непо-
движная точка называется гиперболи-
ческим седлом, если n− n+ ≠ 0. Заметим, 
что для периодических орбит с перио-
дом m аналогичным образом можно 
определить свойство гиперболичности, 
сводя задачу к случаю неподвижной 
точки отображения Fm(x0). 

• Теорема о локальном устойчивом 
многообразии [8]. Пусть x0 гиперболиче-
ская неподвижная точка с n0 = 0, n− + n+ = 
n. Тогда пересечения Ws(x0) и Wu(x0) с 
достаточно малой окрестностью x0 со-
держат гладкие локальные многообразия 
Ws

loc(x0) и Wu
loc(x0) размерности n− и n+ 

соответственно. Более того, Ws
loc(x0) и 

Wu
loc(x0) касаются в неподвижной точке 

x0 подпространств собственных векто-
ров Es и Eu матрицы A. Здесь Es и Eu – 
устойчивое и неустойчивое подпро-

странства собственных векторов, для 
которых, соответственно, мультиплика-
торы |ρ| < 1 и |ρ| > 1. 

На рис. 1 показан пример инвариант-
ных многообразий на ℝ2 для положитель-
ных 0 < ρ2 < 1.0 и ρ1 > 1.0. В этом случае 
существуют два одномерных инвариант-
ных многообразия, проходящие через не-
подвижную точку x0, а именно, одномер-
ное устойчивое многообразие Ws(x0), об-
разованные орбитами, сходящимися к не-
подвижной точке x0 при итерации F и од-
номерное неустойчивое многообразие 
Wu(x0), образованные орбитами, сходя-
щимися к x0 при итерации F–1. 

Прежде чем продолжить изложе-
ние, сделаем несколько важных замеча-
ний [8]. Во-первых, орбита дискретной 
системы – это последовательность то-
чек. Все орбиты, не лежащие на инва-
риантных многообразиях, проходят че-
рез окрестность x0 и, в конечном итоге, 
покидают эту окрестность. Во-вторых, 
инвариантные кривые не являются ор-
битами, в действительности это беско-
нечное множество орбит. B третьих, как 
можно видеть из рис. 1, многообразия 
Ws/u(x0) состоят из двух ветвей Ws/u

±(x0), 
разделенных x0. Если мультипликаторы 
отрицательные – 1.0 < ρ2 < 0.0 и ρ1 < – 
1.0, то орбиты на многообразиях «пры-
гают» между ветками Ws/u

−(x0) и 
Ws/u

+(x0). В этом случае многообразия 
Ws/u

±(x0) инвариантны для второй ите-
рации F2 отображения [8]. 

 



Жусубалиев Ж. Т. , Рубанов В. Г. , Гольцов Ю. А.                            К расчету инвариантных многообразий ... 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2020; 24(3): 166-182 

171

 
 

Рис. 1. Инвариантные многообразия на ℝ2 для положительных ρ1 и ρ2 

Fig. 1. Invariant manifolds in ℝ2 for positive ρ1 and ρ2 

• Для необратимых или кусочно-
гладких отображений теорема не может 
быть применена напрямую. Поэтому 
потребуем, чтобы F в (1) была диффе-
ренцируемой в неподвижной точке 
x0 = (x0, y0). Это условие обеспечивает 
существование малой окрестности U 
точки x0, где F является диффеомор-
физмом. Следовательно, теорема гаран-
тирует существование в U локального 
устойчивого Ws

loc(x0) ⊂ U и неустойчи-
вого Wu

loc(x0) ⊂ U многообразий: 

    s
loc 0 0: , ,kW U F k   x x x x   

    u
loc 0 0: , .kW U F k   x x x x  

• Тогда глобальные устойчивые и 
неустойчивые многообразия определя-
ются как объединение обратных и пря-
мых итераций Ws

loc(x0) и Wu
loc(x0): 

    s s
0 loc 0

1

;k

k

W F W






x x   

 u s
0 loc 0

1

( ) ( ) .k

k

W F W






x x         (4) 

Так как Fℒ и Fℛ – линейные функ-
ции, то Fℒ

-1 и Fℛ
-1 находятся без труда. 

Остается найти Fℳ
-1. 

Основной наш результат формули-
руется в виде следующего утверждения. 

• Утверждение. Пусть 

 
 

1

1

1
( , ) , 0.

1

z

z

x
F x y q x y z

y
 
 





  
        

 

( , ) , 0.qF x y q x y z
 

        
          (5) 

Тогда существует  

1 1
( , ) ,

1

z

z

x
F x y

y
 
 






  
     

         (6) 
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11 0z z

x y qq y z 


   
 

       


,(7) 

такая, что Fℳ и Fℳ
-1 взаимно обратные 

монотонные функции. 
• Доказательство. 
Запишем Fℳ: (x,y) ↦ Fℳ (x,y) в эк-

вивалентном виде 
   1 11 ; 1 ,z zx x y y             (8) 

0.qq x y z   


 

Компоненты вектор-функции (6) по-
лучаются из первых двух уравнений (8): 

1; 1.zzx x y y              (9) 
Для того чтобы получить (7), под-

ставим выражения (9) в третье уравне-
ние (8): 

11 0.z z

x y qq z 


   
 

       


(10) 

Проделав то же самое с (9) и (10), 
получим (5) и (8). Монотонность Fℳ-1 
следует из монотонности Fℳ. Непо-
средственно из (1) и (2) легко доказать, 
что Fℳ-1 определена в 

 * 1, : 1 ,q y xD x y q q 
   

             
 

а области определений Fℒ
-1 и Fℛ

-1: 

 * 1, : 1 ,y x qD x y q 
   
            

 

 * , : .y xD x y q
 
      

 
 

Таким образом, для любой точки 
(х, y) ∈ Dℳ обратная итерация Fℳ вы-
полняется в два шага: сначала по (x', y') 
вычисляется z (0 < z < 1.0), численно 
решив уравнение (10). Полученное z 
подставляется в (6). 

Как показали исследования, такой 
подход, для рассматриваемого класса 
моделей по эффективности эквивален-
тен «Search Circle (SC)» алгоритму. 

Результаты и их обсуждение 

Проиллюстрируем работу алгоритма 
на примере отображения (1) ˗ (2). Отоб-
ражение (1) ˗ (2) является одним из базо-
вых моделей для исследования двухча-
стотных колебаний в кусочно-гладких 
динамических системах с мультистабиль-
ным поведением. Двухчастотные режи-
мы широко распространены в природе и 
технике. Такие колебания характеризу-
ются двумя независимыми частотами. В 
фазовом пространстве динамической си-
стемы (1) ˗ (2) двухчастотным колебани-
ям отвечает аттрактор в форме замкнутой 
инвариантной кривой. Характер движе-
ния на инвариантной кривой определя-
ется числом вращения, которое пред-
ставляет собой отношение частот. Ко-
гда оно иррационально, инвариантная 
кривая плотно заполняется траекториями 
и динамика квазипериодична. 

При рациональном числе вращения 
на замкнутой кривой лежит пара перио-
дических орбит: устойчивая и седловая, а 
сама инвариантная кривая образована не-
устойчивыми многообразиями седловой 
орбиты. Это относится к случаю захвата 
частот, когда происходит синхронизация 
колебаний с двумя независимыми часто-
тами в одно периодическое колебание с 
общим периодом. Причем отношение ча-
стот постоянно и рационально на интер-
вале значений параметров [8]. 
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а) 

 

  
б)       в) 

Рис. 2. Возникновение квазипериодических колебаний: а – бифуркационная диаграмма;  
б – фазовый портрет квазипериодического аттрактора, Γ = 41.7; в – фазовый портрет 
вблизи точки ΓFold «border collision fold» бифуркации, α = 41.83216 

Fig. 2. Appearance of quasiperiodic oscillations: a – bifurcation diagram; б – phase portrait for the 
quasiperiodic attractor, Γ = 41.7; в – phase portrait near the border collision fold bifurcation 
point ΓFold, α = 41.83216 

В качестве первого примера рас-
смотрим отображение, в котором Fℒ, Fℳ 
и Fℛ имеют вид (2). Отображение явля-
ется дискретной математической моде-
лью импульсной системы автоматиче-
ского управления температурным по-
лем нагревательной установки. 

Исследования проводились при 
следующих значениях параметров, α = 
 ,0.99687987773 = ߚ ,0.969233234448 =
ϑ = 10.0, q = 1.5697879251. В качестве 
варьируемого был выбран Γ. 

Для наглядности фазовые портреты 
приводятся в исходных переменных 
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1 22860.055 ,  89.3767( ).
1
x yx x x y




    


 

Здесь x1 – температура нагрева-
тельной установки, x2 – производная x1 
по времени t. На рис. 2 приведены ре-
зультаты бифуркационного анализа, вы-
полненные 40.05 < Γ < 43.0. На рис. 2,a 
изображена бифуркационная диаграм-
ма. При увеличении Г неподвижная 
точка теряет устойчивость в точке ΓNS и 
мягко возникают квазипериодические 
колебания через суперкритическую би-
фуркацию Неймарка - Сакера. Как по-
казано на рис. 2,б, в фазовом простран-
стве отображения (1) ˗ (2) таким коле-
баниям отвечает замкнутая инвариант-
ная кривая С. 

При дальнейшем изменении пара-
метра в точке ΓFold возникают устойчивый 
и седловой циклы периода 4 через «bor-
der-collision fold» бифуркацию. Это ана-
лог седло-узловой бифуркации в гладких 
системах. 

Заметим, что «border-collision» – 
это специальный тип бифуркаций, ко-
гда инвариантное множество, например, 
неподвижная точка, сталкивается с гра-
ницей («border»), разделяющей области 
определения двух функций: Fℒ, Fℳ или 
Fℛ, Fℳ. 

На рис. 2,в показан увеличенный 
фрагмент фазового портрета, рассчи-
танного вблизи точки ΓFold. Как можно 
видеть из этого рисунка, устойчивый  
4-цикл сосуществует с хаотическим ат-
трактором. 

Заметим, что хаотический аттрак-
тор возникает через разрушение замк-
нутой инвариантной кривой. Как из-
вестно, разрушению инвариантной кри-
вой всегда предшествуют резонансные 
явления. На рис. 2,a хорошо видны мно-
гочисленные окна с периодической ди-
намикой, отвечающие резонансам на 
инвариантной кривой. Механизмы раз-
рушения инвариантных кривых и пере-
ходы к хаосу в кусочно-гладких систе-
мах до некоторой степени подробности 
изучены авторами работ [25, 26]. По-
этому мы не будем останавливаться на 
этом, а отсылаем читателя к публикаци-
ям [25, 26] (см. также цитируемую там 
литературу). 

Для большей наглядности, на  
рис. 3,a,б изображен фазовый протрет для 
Γ = 42.0, иллюстрирующий сосущество-
вание хаотического аттрактора с устой-
чивым 4-циклом. Границей бассейнов 
притяжения сосуществующих аттракто-
ров являются устойчивые многообразия 
Ws

± седлового 4-цикла. 
Фазовые портреты на рис. 3,в,г де-

монстрируют так называемую «final» 
бифуркацию («boundary crises»). В точ-
ке ΓFinal происходит контакт (аналог ка-
сания в гладких отображениях) между 
устойчивым Ws

± и неустойчивым Wu
± 

многообразиями седлового 4-цикла в 
точках негрубой гомоклинической ор-
биты. В результате этого хаотический 
аттрактор разрушается и исчезает, ста-
новясь хаотическим репеллером. 
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Как показано на бифуркационной 
диаграмме (рис. 2,a), после «final» би-
фуркации остается только один аттрак-
тор – устойчивый 4-цикл. На бифурка-

ционной диаграмме ветка, обозначенная 
цифрой 1, отвечает устойчивому 4-
циклу, а цифрой 2 – седловому 4-циклу. 

  
    а)     б) 

 

 
    в)      г) 

Рис. 3. «Final» бифуркация: а, б – cосуществование хаотического аттрактора с устойчивым  
4 – циклом, Γ = 42.0; в, г – фазовые портреты, иллюстрирующие «boundary crises»  
в окрестности точка ΓН, где в – первый гомоклинический контакт, Γ = 42.1035;  
г – второй гомоклинический контакт, Γ = 42.129 

Fig. 3. “Final” bifurcation: a, б – coexistence of a chaotic attractor with a stable 4-cycle, Γ = 42.0;  
в, г – phase portraits illustration a boundary crises in the neighborhood of the point ΓН, where 
в – shows the first homoclinic contact, Γ = 42.103, and г – illustrates the second homoclinic 
contact, Γ = 42.129 



Информатика, вычислительная техника и управление / Computer science, computer engineering and control 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2020; 24(3): 166-182 

176
Однако в действительности, при та-

ком переходе возникает кусочно-глад-
кое притягивающее множество, образо-
ванное неустойчивыми многообразия 
седлового 4-цикла и периодическими 
точками S4 и F4. Как можно видеть на 
рис. 3(a) и 3(б), инвариантные многооб-
разия Ws

±, Wu
± – кусочно-гладкие мно-

жества, имеющие «изломы» в точках их 
пересечения с «borders». Однако как на 
устойчивом Ws

±, так и на неустойчивом 
Wu

± многообразиях существуют изло-
мы, которые не являются точками пере-
сечения с «borders». Такие точки – это 
образы и прообразы точек пересечения 
Ws

±, Wu
± с «borders», соответственно. На 

рис. 2 и 3 образы «bor-ders» обозначены 
серым цветом.  

В качестве второго примера возь-
мем отображение класса (1), где  
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Области определения функций Fℒ, 
Fℳ и Fℛ: 

  1, : ,D x y x y q        
  

  1, : ,D x y q x y q        
  

  , : .D x y x y q    

Отображение описывает поведение 
системы импульсного управления элек-

троприводом мобильных роботов. Па-
раметры: 
α =0.85608833963, 0.42972135484 = ߚ, 
θ1 = 0.16543088193, θ2 = 0.030433786677, 
ϑ = 0.1839667801, q = 0.062136687407. 

Безразмерные переменные x, y свя-
заны с размерными величинами x1 и x2: 
x1 = 204.62891695(y – x); 
x2 =253.04326794x - 46.551555229y. 
Здесь x1 и x2 – ток якоря и угловая ско-
рость вращения якоря двигателя, соот-
ветственно. 

На рис. 4,а приведена однопарамет-
рическая бифуркационная диаграмма, 
рассчитанная в диапазоне изменения 
38.0< Γ <41.5. Бифуркационная диа-
грамма содержит две ветви. Одна ветвь 
начинается с устойчивого 5-цикла, ко-
торый возникает в области Γ < 38.0 в 
паре седловым 5-циклом через «border-
collision fold» бифуркацию. При увели-
чении Γ наблюдается классический кас-
кад бифуркаций удвоения периода, за-
вершающийся переходом к хаосу. При 
дальнейшем увеличении параметра хао-
тический аттрактор исчезает через «fi-
nal» бифуркацию, становясь хаотиче-
ским репеллером. В точке области ΓNS 
возникает замкнутая инвариантная кри-
вая из теряющей устойчивость непо-
движной точки через бифуркацию Ней-
марка-Сакера. В точке ΓFold на бифурка-
ционной диаграмме рождается пара 5-
циклов через седло-узловую бифурка-
цию. При дальнейшем увеличении Γ 
происходит захват (резонанс), когда ор-
бита на замкнутой инвариантной кри-
вой становится периодической.  
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а) 

  
          б)          в) 

Рис. 4. Рождение замкнутой инвариантной кривой: а – бифуркационная диаграмма;  
б – фазовый портрет резонансной замкнутой инвариантной кривой, Γ = 40.0;  
в – фазовый портрет для Γ = 41.0, где инвариантная кривая орбитой ࣝ с 
квазипериодической орбитой сосуществует с устойчивым 5-циклом 

Fig. 4. The birth of a closed invariant curve: a – bifurcation diagram; б – phase portrait of the resonant 
closed invariant curve, Γ = 40.0; в – phase portrait for Γ = 41.0, where an invariant curve with 
an orbit ࣝ with a quasiperiodic orbit coexists with a stable 5-cycle 

В результате этого возникает инвари-
антная кривая с резонансной структурой, 
образованная неустойчивыми многообра-
зиями седлового 5-цикла (рис. 4,б). 

При переходе через точку ΓН траек-
тории на инвариантной кривой стано-
вятся квазипериодическими. В области 
Γ > ΓН инвариантная кривая ࣝ с квазипе-

риодической орбитой сосуществует с 
устойчивым 5-циклом. Границей бассей-
нов притяжения сосуществующих ат-
тракторов являются устойчивые много-
образия седлового 5-цикла (рис. 4,в). 

Цель представленной статьи застав-
ляет нас ограничиться краткой инфор-
мацией о бифуркациях хаотических ат-
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тракторов и свойствах глобальных ин-
вариантных многообразий. За подроб-
ностями отсылаем к [8, 14, 27]. 

Выводы 

Описан численный метод расчета 
устойчивых инвариантных многообра-
зий кусочно-гладких отображений, мо-
делирующих импульсные системы ав-
томатического управления. Метод ба-
зируется на итерировании фундамен-
тальной области вдоль устойчивого 
подпространства собственных векторов 
матрицы Якоби, вычисленной в седло-
вой неподвижной точке. 

Основу метода составляет ориги-
нальный подход нахождения обратной 
функции, сущность которого состоит в 
сведении задачи к решению нелинейно-
го уравнения первого порядка. Такой 
подход исключает необходимость чис-
ленного решения систем нелинейных 
уравнений и преодоления сопутствую-
щих при этом вычислительных про-
блем. 

Приведены примеры исследования 
глобальной динамики кусочно-гладких 
отображений с мультистабильным по-
ведением. 
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Резюме 

Цель исследования. Цифровая фильтрация сигнала позволяет в режиме реального времени сглаживать 
шумы, возникающие в электронных устройствах. В настоящее время существует множество различных 
цифровых фильтров, отличающихся быстродействием, затратами вычислительных мощностей, алгорит-
мами и ограничениями по условиям использования. Одним из таких фильтров является фильтр Калмана, 
однако настройка коэффициентов усиления данного фильтра весьма усложнена процессом дополнительных 
экспериментов и сбором статистической информации. Поэтому в данной работе авторы рассматривают 
упрощённый алгоритм нахождения коэффициентов регулирования нечеткого цифрового фильтра с дефаззи-
фикатом на основе метода отношения площадей и исследуют влияние параметров метода отношения 
площадей на фильтрацию сигнала, тем самым достигая цель – повышение точности работы нечеткого 
цифрового фильтра. 
Методы. Для алгоритма нахождения коэффициентов регулирования цифрового фильтра использовался 
аппарат нечеткой логики. Коэффициенты регулирования определяются с помощью дефаззификатора на 
основе метода отношения площадей. 
Результаты. В ходе экспериментальных исследований проводился расчет среднеквадратической ошибки 
RMSE для нечеткого цифрового фильтра с использованием метода отношения площадей, метода центра 
тяжести и фильтра Калмана. На основании полученных результатов был сделан вывод о том, что у 
нечеткого фильтра на основе метода отношения площадей RMSE в 5,43 раза меньше чем для фильтра 
Калмана и в 2,77 раза меньше чем для дефаззификатора на основе метода центра тяжести. Полученные 
результаты доказывают эффективность использования нечеткого цифрового фильтра с методом 
отношения площадей. 
Заключение. В данной статье рассмотрен алгоритм работы нечеткого цифрового фильтра, проведено 
моделирование нечеткого цифрового фильтра и фильтра Калмана в системе Simulink, рассчитаны 
значения RMSE для нечеткого цифрового фильтра с методом отношения площадей и методом центра 
тяжести, а так же фильтра Калмана.  

 
Ключевые слова: нечеткий цифровой фильтр; фильтр Калмана; дефаззификация; коэффициент фильт-
рации; метод отношения площадей. 
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Filtering a Signal in a Fuzzy Filter Based on the Area Ratio Method 
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Abstract 

Purpose of reseach. Digital signal filtering allows real-time noise reduction in electronic devices. Currently, there are 
many different digital filters, differing in speed, computing power, algorithms and restrictions on the conditions of use. 
One of these filters is the Kalman filter, but adjusting the gains of this filter is very complicated by the process of 
additional experiments and collection of statistical information. Therefore, in this paper, the authors consider a 
simplified algorithm for finding the control coefficients of a fuzzy digital filter with defuzzifier based on the area ratio 
method and investigate the influence of the area ratio method parameters on signal filtering, thereby achieving the 
goal of improving the accuracy of the fuzzy digital filter. 
Methods. For the algorithm for finding the control coefficients of the digital filter, a fuzzy logic apparatus was used. 
The control factors are determined using a defuzzifier based on the area ratio method. 
Results. In the course of experimental studies, the mean square error RMSE was calculated for a fuzzy digital filter 
using the area ratio method, the center of gravity method and the Kalman filter. Based on the results obtained, it was 
concluded that the fuzzy filter based on the area ratio RMSE method is 5.43 times less than for the Kalman filter and 
2.77 times less than for the defuzzifier based on the center of gravity method. The results obtained prove the 
effectiveness of using a fuzzy digital filter with the area ratio method. 
Conclusion: This article considers an algorithm for the operation of a fuzzy digital filter, simulates a fuzzy digital filter 
and a Kalman filter in the Simulink system and calculates the RMSE values for a fuzzy digital filter with the area ratio 
method and the center of gravity method, as well as the Kalman filter. 
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Введение  

В настоящее время цифровая обра-
ботка сигналов имеет широкое примене-
ние практически во всех отраслях науки 
и техники. Системы цифровой обработ-
ки сигналов являются неотъемлемой 
частью следующих областей: телеком-
муникация, системы обработки изобра-
жений, звукозапись, мобильная связь, 
различная медицинская аппаратура [1]. 
Существует много различных фильтров, 
отличающихся быстродействием, затра-
тами вычислительных мощностей, ал-
горитмами и ограничениями по услови-
ям использования. Одним из таких 
фильтров является фильтр Калмана, ко-
торый применяется для разного рода 
задач. Например, в исследовании [2] 
был разработан новый интерфейс чело-
век-манипулятор, который оценивает по-
ложение и ориентацию человеческой ру-
ки с помощью 3D-камеры и инерциаль-
ного измерительного устройства (IMU). 
Здесь используется многочастичный 
фильтр и фильтр Калмана для оценки 
ориентации и положения руки челове-
ка, и фильтр конечной импульсной ха-
рактеристики для обнаружения сбоев 
многочастичного фильтра. В работе [3] 
используется адаптивный фильтр Кал-
мана для самоадаптации длины дуги и 
повышения точности процесса газовой 
вольфрамовой дуговой сварки. Для по-
вышения качества фильтрации опти-
мальным является использование ней-
росетевых и традиционных технологий 
[4-5]. Во многих исследованиях фильтр 

Калмана применяется с нечеткой логи-
кой. Например, в работе [6] предлагает-
ся нечеткий дополнительный фильтр 
Калмана для оценки положения беспи-
лотного летательного аппарата. Для уп-
равления и навигации автономным под-
водным аппаратом в работе [7] предла-
гается использовать нечеткий фильтр 
Калмана и ансамблевый фильтр Калма-
на. Однако для оптимальной работы 
фильтра Калмана требуется точный 
подбор коэффициентов усиления филь-
тра. Подбор коэффициентов вызывает 
сложность, поскольку необходимо про-
вести ряд экспериментов, связанных с 
предсказанием состояния системы на 
определенном шаге и определить стати-
стические переменные, что требует до-
полнительного времени. При этом в ра-
ботах [8-10] авторы разработали циф-
ровой фильтр, который с помощью не-
четкой логики позволяет определить ко-
эффициенты регулирования фильтра. 
Данная работа является продолжением 
работы [10]. Авторы описывают алго-
ритм работы нечеткого цифрового филь-
тра с дефаззификатором на основе ме-
тода отношения площадей и исследуют 
влияние параметров, представленного 
метода на фильтрацию сигнала. 

Материалы и методы 

Поставим задачу повышения точно-
сти работы нечеткого цифрового филь-
тра. Для этого был разработан алгоритм 
работы нечеткого цифрового фильтра, 
представленный на рис. 1 [11]. 
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Рис. 1. Алгоритм работы нечеткого цифрового фильтра 

Fig. 1. Fuzzy digital filter operation algorithm 
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напряжения в угол  

поворота  
сервопривода 
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Для определения параметров нечет-
кого фильтра необходимо сделать сле-
дующую последовательность действий. 

1. Расчет диапазона ядра выходной 
функции принадлежности  

αн=
τ∙ln ൬ 1

k2Uвых
൰

T
; αк=

τ∙ln ൬ 1
k1Uвых

൰

T
,    (1) 

где T – период следования импульса; τ – 
период единичного импульса; Uвых –  
 

максимальный выходной сигнал на вы-
ходе микроконтроллера (Uвых = 5В); k1 – 
коэффициент, учитывающий минималь-
ную точность фильтра (5%); k2 – коэф-
фициент, учитывающий максимальную 
точность фильтра (0,01%). На рис. 2 
приведен график выходной функции 
принадлежности, на котором показан 
диапазон значений αн и αк, определяю-
щихся по формуле (1). 

 
Рис. 2. График выходной функции принадлежности 

Fig. 2. Output membership function graph 

 

2. Построение входных функций 
принадлежностей нечеткого фильтра. 
Первая входная переменная ∆Up – раз-
ница между текущим Uтек и предыду-
щим Uпред значениями напряжения, по-
лученного от потенциометра. ∆Up оп-
ределяется по формуле [10–12]: 

∆U=Uтек-Uпред,                               (2) 

Первая входная переменная состо-
ит из трех термов ∆Up1= (∆U1, ∆U2, U3), 
которые определяются по формуле: 

∆U1= ቐ
bu-∆U
bu-au

, если au≤∆U≤bu;

0, если 0<∆U<au.
 

∆U2=

⎩
⎨

⎧
∆U-au

bu-au
, если au≤∆U≤bu;

cu-∆U
cu-bu

, если bu≤∆U≤cu.
 

∆U3= ൝
∆U-bu
cu-bu

,bu≤∆U≤cu;

0, если au<∆U<bu.
                 (3) 

Вторая входная переменная – время 
поворота звеньев робота-манипулятора 
из минимального положения в макси-
мальное t. Вторая входная переменная 
состоит из трех термов t= (t1, t2, t3), 
определяющихся по формуле: 

t1= ቐ
bt-t
bt-at

, если at≤t≤bt;

0, если 0<∆U<at.
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t2= ൞

t-at
bt-at

, если at≤t≤bt;
ct-t
ct-bt

, если bt≤t≤ct.
              (4) 

t3= ቐ
t-bt

ct-bt
,bt≤t≤ct;

0, если at<∆U<bt.
 

3. Определение базы правил для 
управления нечеткого цифрового филь-
тра [13-14].  
R1: Если «ΔU= ΔU1»и «t= t1»То «αд=α5»; 
R2: Если «ΔU= ΔU1»и «t= t2»То «αд =α4»; 
R3: Если «ΔU= ΔU1»и «t= t3»То «αд =α3»; 
R4: Если «ΔU= ΔU2»и «t= t1»То «αд =α4»; 
R5: Если «ΔU= ΔU2»и «t= t2»То «αд =α3»; 
R6: Если «ΔU= ΔU2»и «t= t3»То «αд =α2»; 
R7: Если «ΔU= ΔU3»и «t= t1»То «αд =α3»; 
R8: Если «ΔU= ΔU3»и «t= t2»То «αд =α2»; 
R9: Если «ΔU= ΔU3»и «t= t3»То «αд =α1». 

4. Расчет степеней истинности за-
ключений нечетких правил по формуле: 
h1= min(∆U1;t1) 
h2= max(min(∆U2;t1) ; min(∆U1;t2)) ;    (5) 
h3=max(min(∆U3;t1) ; min(∆U2;t2) 
min(∆U1;t3)); 
h4= max(min(∆U3;t2) ; min(∆U2;t3)); 
h5= min(∆U3;t3). 

5. Дефаззификация – расчет четко-
го значения коэффициента нечеткого 
цифрового фильтра α по формуле (6) 
[15]. Дефаззификация осуществлялась 
на основе линейного метода отношения 
площадей [16]. Подробно данный метод 
рассмотрен в работах [17-18]. 

Uф= ቆቈ
∑ hi

n
i=1
nωi

(αк-aн)቉ +aнቇ ∙Uпред+ 

+ ቆ1- ቀቂ∑ hi
n
i=1
nωi

(αк-aн)ቃ +aнቁቇ ∙Uтек.  (6) 

6. Преобразование, полученного на-
пряжения в угол поворота, передавае-
мого от микроконтроллера на серво-
приводы, по формуле: 

φ= (Uф-Stmin)∙(Umax-Umin)
൫Stmax-Stmin൯+Umin

,                      (7) 

где Stмин, Stмакс– минимальное и макси-
мальное значения выходного напряже-
ния 0 и 1024, зависит от разрядности 
аналого-цифрового преобразователя; 
φмакс и φмин – максимальное и минималь-
ное значения угла поворота звеньев ро-
бота-манипулятора. 

Поскольку экспериментальная мо-
дель робота-манипулятора имеет четы-
ре звена (левое и правое плечи, плат-
форма основания и захват), то формулы 
для преобразования напряжения в угол 
поворота сервопривода для каждого из 
его звеньев с учетом уравнения (7) бу-
дут иметь следующий вид: 

– формула для захвата робота-
манипулятора 

З = min+
Uф∙൫φmax-φmin൯

Stmax
,               (8) 

φз=105+Uф∙0.034.  
– формулы для левого и правого 

плеч робота-манипулятора  

        φлп=φпп=
Uф∙φmax

Stmax
, 

φлп=φпп=Uф∙0.137.                         (9) 
– формулы для платформы основа-

ния робота-манипулятора 

O =
Uф∙φmax

Stmax
, 

φо=Uф∙0.176.                               (10) 
В следующем разделе рассмотрим мо-

делирование работы нечеткого фильтра. 
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Результаты и их обсуждение 

Во время экспериментальных иссле-
дований, проводилось моделирование 

нечеткого цифрового фильтра и фильтра 
Калмана в среде Simulink. На рис. 3 
представлена схема разработан-ной мо-
дели [19-20]. 

 

  
  а)      б) 

 
       в) 

Рис. 3. Схема разработанной модели: а – общая схема; б – структура блока «Subsystem»;  
в – структура нечеткого цифрового фильтра 

Fig. 3. Scheme of the developed model: a – general scheme; б – the structure of the "Subsystem" 
block; в  – structure of a fuzzy digital filter 

Блок «fuzzy2 MAR My» реализует 
дефаззификацию на основе линейного ме-
тода отношения площадей (формула (6)).  

Оценка работы нечеткого фильтра 
осуществлялась с помощью параметра 
RMSE (Root Mean Square Error), кото-
рый определялся по формуле: 
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RMSE=ට1
m

∑ (yതi-yi)
21

i=m ,      (11) 

где m – количество измерений в выборке; 

iy – значение идеального входного зна-

чения на данной итерации; iy  – выход-

ное значение системы на данной итера-
ции. 

Расчет RMSE проводился для ме-
тода центра тяжести (МЦТ), фильтра 

Калмана (ФК) и метода отношения 
площадей (МОП) при различных значе-
ниях весового коэффициента ω. Данные 
сведены в табл. 1. 

На рис. 4 представлены результаты 
моделирования нечеткого фильтра и 
фильтра Калмана с постоянным сигна-
лом с шумом. 

Таблица 1. Сравнение значений параметра RMSE при варьировании параметра  

Table 1. Comparison of the RMSE parameter values when the parameter  

ω 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3 3.1 3.2 3.3 

RMSE 
МОП 

0.0096 0.0092 0.0089 0.0085 0.0082 0.0079 0.0076 0.0073 0.0070 

RMSE 
ФК 

0.0261 

RMSE 
МЦТ 

0.0133 

ω 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4 4.1 4.2 

RMSE 
МОП 

0.0067 0.0065 0.0064 0.0063 0.0062 0.0060 0.0055 0.0051 0.0050 

RMSE 
ФК 

0.0261 

RMSE 
МЦТ 

0.0133 

ω 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 5 

RMSE 
МОП 

0.0049 0.0049 0.0048 0.0049 0.0052 0.0060 0.0078 0.0150 

RMSE 
ФК 

0.0261 

RMSE 
МЦТ 

0.0133 
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Рис. 4. Результат моделирования фильтра Калмана и нечеткого фильтра с постоянным 

сигналом с шумом  

Fig. 4. Simulation result of Kalman filter and fuzzy filter with constant signal with noise 

 

Выводы 

На основании полученных резуль-
татов были сделаны выводы: 

1. Установлено, что точность не-
четкого фильтра на основе оценки па-
раметра RMSE зависит от весового ко-
эффициента ω и имеет нелинейную ха-
рактеристику. 

2. Среднеквадратическая ошибка 
RMSE минимальная при дефаззифика-
ции на основе метода отношения пло-
щадей. Таким образом, RMSE дефаззи-
фикации с методом отношения площа-
дей в 5,43 раза меньше RMSE чем для 
фильтра Калмана и в 2,77 раза меньше 
чем для дефаззификатора на основе ме-
тода центра тяжести (табл. 1). 
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3. Наилучшее значение весового 

коэффициента ω при котором средне-
квадратическая ошибка RMSE мини-
мальна составляет 4,5 единиц. 

4. Использование нечеткого цифро-
вого фильтра сглаживает шумы в элек-
тронных устройствах.  

В данной статье представлен алго-
ритм работы нечеткого цифрового филь-
тра с подробным описанием каждого из 
этапов алгоритма. Проведено модели-
рование нечеткого цифрового фильтра 

и фильтра Калмана в системе Simulink. 
Рассчитаны значения RMSE для нечет-
кого цифрового фильтра с методом от-
ношения площадей и методом центра 
тяжести, а так же фильтра Калмана. На 
основании полученных значений был 
проведен анализ и сделаны выводы об 
эффективности использования нечетко-
го цифрового фильтра с дефаззифика-
тором, основанном на методе отноше-
ния площадей. 
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