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Резюме 

Цель исследования. Построение метода и алгоритма редукции измерений параметров идентификации 
балки в информационно-измерительной системе мониторинга строительных конструкций с измерением 
прогибов и восстановлением актуальных значений начальных параметров балки и внешней нагрузки при 
решении обратной задачи Коши. 
Методы. Решение задачи осуществляется в постановке поперечного изгиба балки по теории Эйлера – 
Бернулли с помощью метода регуляризации и редукции измерений решением обратной задачи Коши 
линейной лагранжевой аппроксимацией в процедуре численного дифференцирования функции прогиба балки. 
Формули-руется методология выявления незначимых параметров идентификации балки путем сравнения 
прогиба балки, вызванного исследуемым параметром, с порогом чувствительности средств измерений. При 
этом моделируется модификация пространства состояний параметров идентификации с уменьшением его 
размерности. 
Результаты. Работоспособность сформулированной экспериментально-расчетной методики подтверж-
дена численным экспериментом с нагрузкой на балку в виде изгибающего момента, сосредоточенной и (или) 
постоянной распределенной нагрузки. Установлено, что при выявлении незначимых начальных параметров 
и действующих на балку нагрузок редукция измерений повышает точность восстановления параметров 
идентификации балки. 
Заключение. Разработанная методология может быть использована для повышения точности методик 
обследования строительных объектов на стадии экспериментально-теоретических исследований. 
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Abstract 

Purpose of research. The development of a method and algorithm for reducing measurements of beam identifica-
tion parameters in an information and measurement system for monitoring building structures with measurement of 
deflections and recovery of actual values of beam initial parameters and external load when solving the inverse Cau-
chy problem. 
Methods. The solution of the problem is carried out through formulating the transverse bending of the beam accord-
ing to the Euler – Bernoulli theory using the method of regularization and reduction of measurements by solving the 
inverse Cauchy problem by means of linear Lagrangian approximation in the procedure of numerical differentiation of 
the beam deflection function. A methodology is formulated for identifying insignificant beam identification parameters 
by comparing the deflection of the beam caused by the parameter under study with the sensitivity threshold of meas-
uring instruments. In this case, the modification of the state space of identification parameters with a decrease in its 
dimension is simulated. 
Results. The working capability of the formulated experimental calculation method is confirmed by numerical experi-
ment with a load on the beam in the form of a bending moment, concentrated and (or) constant distributed load. It 
has been established that when identifying insignificant initial parameters and loads acting on the beam, the reduc-
tion of measurements increases the accuracy of restoring the beam identification parameters. 
Conclusion. The developed methodology can be used to improve the accuracy of inspection methods of construc-
tion facilities at the stage of experimental and theoretical research. 
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*** 

Введение 

При инструментальном обследова-
нии строительных конструкций (в том  

 
 

числе балок) для определения реальных 
эксплуатационных нагрузок и воздей-
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ствий, воспринимаемых обследуемыми 
конструкциями, проводят обмерные ра-
боты, в частности замеряют прогибы и 
деформации, что закреплено в докумен-
тах, регламентирующих проведение об-
следования и мониторинга техническо-
го состояния строительных конструк-
ций1,2. В современной научной литера-
туре уделяется большое внимание раз-
работке методик обследования строи-
тельных конструкций [1-7]. В работах 
[8-13] рассматриваются информацион-
но-измерительные системы (ИИС) и ал-
горитмы оценки конструкций парамет-
рами идентификации. В ряде публика-
ций [14-18] выполняются исследования 
коэффициентной граничной обратной 
задачи по восстановлению коэффициен-
тов дифференциального уравнения уп-
ругой линии балки или (и) его правой 
части для определения начальных усло-
вий в обратной задаче Коши и внешней 
нагрузки на балку. Недостающие гра-
ничные условия идентифицируются по 
дополнительной экспериментальной ин-
формации на участке, исключающем 
концы балки, что учитывает силовведе-
ние и силораспределение, неравномер-
ность деформаций на концах балки и ки-
нематические смещения упругих опор. В 
работах [19-25] рассмотрены методы 

                                                
1 ГОСТ 31937-2011. Здания и сооружения. 

Правила обследования и мониторинга техниче-
ского состояния. М.: Стандартинформ, 2014. 54 с. 

2 СП 13-102-2003. Правила обследования не-
сущих строительных конструкций здания и со-
оружений. М.: Стандартинформ, 2011. 47 с. 

 

решения обратных задач на основе ме-
тодов численного дифференцирования, 
полиномиальной аппроксимации, линей-
ной лагранжевой интерполяции, а также 
проведения регуляризации и редукции 
измерений. В публикациях [26-37] ис-
следовано применение сеточного мето-
да с использованием шага сетки аппро-
ксимации в качестве параметра регуля-
ризации, констант Лебега для выбора 
оптимального распределения узлов сет-
ки, а также алгоритмов вычисления 
производных. В работе [37] исследова-
лось численное дифференцирование для 
восстановления начальных данных Ко-
ши с использованием чебышёвского аль-
тернанса. Представлена методология ре-
дукции измерений с размещением точек 
узлов аппроксимации в точках альтер-
нанса порядка на единицу больше сте-
пени полинома Чебышёва первого рода. В 
то же время вопросы оценки погрешности 
восстановления актуальных начальных 
данных Коши еще требуют разработки 
подходов к уменьшению числа точек ап-
проксимации. Целью настоящей работы 
является построение методологии и ал-
горитма моделирования редукции из-
мерений пространства состояний пара-
метров идентификации балки в инфор-
мационно-измерительной системе мо-
ниторинга строительной конструкции с 
измерением прогибов и восстановлени-
ем актуальных значений начальных па-
раметров балки и внешней нагрузки 
решением обратной задачи Коши. 



Строительство / Construction 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2021; 25(4): 29-51 

32
Материалы и методы 

Модель измерений и обработки данных 
(общие подходы) 

Особенности обратных задач рас-
сматриваем на примере консольной балки 
длиной l постоянного сечения (EI = const) 
под воздействием нагрузки F. На рис. 1 
указано, что нагрузка F может быть 
комбинированной или единичной: по-
стоянной распределенной нагрузкой 
интенсивностью q (F = q), изгибающим 
моментом M (F = M), сосредоточенной 
нагрузкой Р (F = Р). 

 
Рис. 1. Балка под нагрузкой 

Fig. 1. Beam under load 

В задаче Коши по теории Эйлера – 
Бернулли поперечного изгиба балки 
прогиб – частное решение линейного 
неоднородного дифференциального урав-
нения с одним неизвестным x 

n

nn

d v d
dx

                                            (1) 

представим в виде полинома: 

  ,

0 !

n
F r r

r

d
v x x

r

 ,                            (2) 

где n – порядок дифференциального 
уравнения (1) и степень уравнения v(x); 
dF,n – постоянная (dF,n  0), в частности,  
 

     1V
,4 0F q EId v  ;    , 0r

F rd v  – ко-

эффициенты полинома (r = 0 : n – 1), 
связанные с начальными параметрами 

упругой линии балки (  ,0 0Fd v  – осад-

ка опоры балки,  ,1 0Fd v  – наклон 

упругой линии в опорном поперечном 
сечении балки,    2 0, 0F Id v M E  , 

   3 0, 0F Id Qv E  ; M0, Q0 – опорные 

реакции. 
Определим измерительный участок 

компактом [a, b] на прямой Ox (см. рис. 1) 
при физических ограничениях на сетку 
узлов аппроксимации в виде: 

 
1 2

α , 1 α ,
  N

l a b l
a x x x b
   


      

,             (3) 

где N – количество дискретных значе-
ний v*(xi)  измеряемых средствами из-
мерений (СИ) значений функции v(xi);  
 – коэффициент, учитывающий силов-
ведение и силораспределение и исклю-
чающий измерения на концах балки из-
за кинематического смещения упругой 
опоры, неравномерности деформаций 
(по результатам исследования [15] при-
нимаем  = 0,05); i = 1: N. 

Значения функций y(xi) и y*(xi) – это 
входные величины в модели измерений; 
значения измеряемых начальных пара-
метров балки d0, d1, M0, P0 и постоянной 
dn – выходные величины в модели из-
мерений. 

В табл. 1 показано, что элементы 
нагрузки F определяют структуру взаи-
мосвязи начальных параметров упругой 
линии балки, в частности, при n  4.  
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Классификацию представления множе-
ства начальных параметров и количе-
ство измеряемых прогибов N определя-
ем двумя факторами: порядком n диф-
ференциального уравнения (1) и харак-
тером связи начальных параметров  
M0 = (EI)dF,2, P0 = (EI)dF,3, а также q =  
= (EI)dF,4, с нагрузкой F. 

Вводим в соответствие вариантам 
нагрузки F, указанным в табл. 1, и на-
чальным параметрам, значения которых 
подлежат определению, матрицу функ-

ций пространства состояний парамет-
ров идентификации (табл. 2). Числом в 
начале обозначения функций указываем 
значение N, далее следуют подлежащие 
определению начальные параметры d0, 
d1 и элементы нагрузки. В первом 
столбце табл. 2 «да» означает необхо-
димость определения значения началь-
ного параметра, «нет»  значение на-
чального параметра не определяется 
(предварительно определено). 

Таблица 1. Характеристики нагружения балки 

Table 1. Beam loading characteristics 

F n N dF,2 dF,3 dF,4 

M 2 1-3 M/(EI) - - 
P 3 1-3 lP/(EI) P/(EI) - 
q 4 1-3 lq2/(2EI) lq/(EI) q/(EI) 

M, P 3 2-4 (lP  M)/(EI) P/(EI) - 
M, q 4 2-4 (lq2  2M)/(2EI) lq/(EI) q/(EI) 
P, q 4 2-4 (lq2 + 2P)/(2EI) (P+lq)/(EI) q/(EI) 

M, P, q 4 3-5 (lq2 + 2P 2M)/(2EI) (P+lq)/(EI) q/(EI) 
 

Таблица 2. Матрица функций пространства состояний параметров идентификации 

Table 2. Matrix of functions of the state space of identification parameters 

d0, 
d1 

Нагрузка F / Load F 
Нет 

нагрузки 
M P q M, P M, q P, q M, P, q 

d0 нет, 
d1 нет 

Нет 
нагрузки 

1M 1P 1q 2MP 2Mq 2Pq 3MPq 

d0 да, 
d1 нет 

Нет 
нагрузки 

2d0M 2d0P 2d0q 3d0MP 3d0Mq 3d0Pq 4d0MPq 

d0 нет, 
d1 да 

Нет 
нагрузки 

2d1M 2d1P 2d1q 3d1MP 3d1Mq 3d1Pq 4d1MPq 

d0 да, 
d1 да 

Нет 
нагрузки 

3d0d1M 3d0d1P 3d0d1q 4d0d1MP 4d0d1Mq 4d0d1Pq 5d0d1MPq 
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Параметрами, характеризующими со-

стояние балки, могут быть опорные сме-
щения и иные пригодные для измерения 
величины, называемые далее парамет-
рами идентификации. Для идентифика-
ции моделей измерений и обработки 
данных используем указанные в табл. 2 
параметры, характеризующие нагруже-
ние и опирание балки: значения эле-
ментов нагрузки M, P, q и значения 
начальных параметров d0, d1. 

Модели измерений реализуем в ИИС, 
включающую СИ и информационную 
вычислительную систему (ИВС). СИ со-
стоит из датчиков и канала связи [11] 
или только средств дистанционной ре-
гистрации [12]. 

Решаем обратную задачу Коши для 
уравнения (1) в общем случае при не-
нулевых начальных условиях на основе 
численного дифференцирования. Исполь-
зуем подход метода неопределенных ко-
эффициентов, предусматриваем исклю-
чение влияния опорных реакций на на-
чальные условия по вертикальному и вра-
щательному смещению упругой опоры. 

Множество измеренных в экспери-
менте значений {v*(xi)} образует про-
странство наблюдений – конечномерное 
координатное эвклидово пространство 
отсчетов на сетке (3). Рассматриваем 
численное дифференцирование с ла-
гранжевой одномерной аппроксимаци-
ей первой степени. По предварительно 
вычисленным значениям лагранжевых 
коэффициентов в ИВС вычисляются 
приближенные значения начальных 
данных Коши, r-производных dF,r: 

 

 

, , ,
1

,

1, 2, , ,

N

F r F r i i
i

d L v x

r n r R






 


  


K

,                    (4) 

где LF,r,i – лагранжевы коэффициенты;  
R – множество действительных чисел. 

Параметром регуляризации услов-
ной задачи оптимизации обратной зада-
чи Коши используем распределение уз-
лов сетки (3). Для выбора оптимального 
распределения узлов сетки используем 
целевую функцию  константу Лебега 
второго рода 

, , ,
0

min
N

F r F r i
r

L


   .                        

(5) 
В сравнительных исследованиях 

эффективности измерительных методов 
константу Лебега второго рода исполь-
зуем как минимальное абсолютное зна-
чение обусловленности задачи. Мерой 
влияния приведенной погрешности СИ 
на абсолютную погрешность определе-
ния начальных параметров балки ис-
пользуем безразмерное абсолютное 
значение числа обусловленности задачи 

, ,
r

F r F rl   .                                   (6) 

К параметрам идентификации мо-
дели измерений балки, указанным в 
табл. 2, добавляем распределение узлов 
сетки аппроксимации (3), константы 
Лебега второго рода и безразмерные аб-
солютные значения числа обусловлен-
ности задачи. 

В дополнение к вышеизложенным 
общим подходам к модели измерений и  
обработки данных частные подходы 
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уточним на моделях 3d0d1q, 4d0d1Mq, и 
4d0d1Pq. 

Алгоритмы обработки данных СИ 

Решаем в ИВС задачу корректной 
рациональной модификации алгорит-
мов обработки данных СИ для сниже-
ния и последующего оценивания по-
грешности результатов. Предусматри-
ваем редукцию исходной конечно-эле-
ментной модели. Переход от полно-
масштабной модели к редуцированной 
существенно уменьшает число значи-
мых начальных параметров (имеющих 
ненулевые значения) и как следствие 
этого существенно уменьшает погреш-
ность результатов. 

Эту особенность учитываем при со-
здании алгоритмов мониторинга, в под-
ходе к определению качества алгорит-
мов. При выделении этапов алгоритмов 
и для оценки качества алгоритмов ис-
пользуем схему: 

1) выделяем типовые модели пара-
метров идентификации и исходных дан-
ных на входе алгоритма mk, k= 3:5 (m3 = 
3d0d1M, m4 = 4d0d1MP, m5 = 5d0d1MPq) и 
соответствующие им алгоритмы; 

2) проводим замеры прогибов бал-
ки в узлах аппроксимации; 

3) вычисляем по измеренным про-
гибам значения начальных параметров 
и действующих на балку нагрузок, при 
выявлении среди них незначимых реду-
цируем пространство состояний пара-
метров идентификации и переходим ко 
второму этапу; 

4) для количественной оценки по-
вышения точности определения на-
чальных параметров оптимизацией чис-
ла узлов аппроксимации вводим пока-
затель качества алгоритма 

, , , m ax , , оптF r F r N F r N    ;                 (7) 

5) вычисляем (оцениваем) диапазон 
показателя качества алгоритма на типо-
вых моделях. 

Числовые значения показателя ка-
чества алгоритма представляем в виде 
графика. 

Результаты и их обсуждение 

Модель обработки данных 3d0d1q 

По условиям варианта F = q в табл. 1 
представляем уравнение (2) порядка n = 4 
в виде  

  ,0 ,1

2 2

,4 ,

2

, 2

,
4

21 ,
3 6

1:3

q i q q i

i
q q i

i i
q i

v x d d x

l xd

x x
l l

i

  

  


         
 

.                   (8) 

Для аппроксимационного многочлена 

 
3

,4 ,4,
1

q q i i
i

d L v x



                          (9) 

вида (4) согласно процедуре метода не-
определенных коэффициентов при ис-
пользовании уравнения (8) вводим ус-
ловия 

3 3

,4, ,4,
1 1

2 3
2

,4,
1

0, 0,

1
4

q i q i i
i i

q i i i
i

L L x

l L x

 



  

  

 


.           (10) 
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Здесь и далее в схожих наборах 

условий первое и второе условия нуле-
вые для исключения влияния упругости 
опоры на результаты определения ко-
эффициентов dr полинома (2) и началь-
ных параметров при r  (2, 3). 

Лагранжевы коэффициенты в мно-
гочлене (9) по условиям (10) для урав-
нения (8) можно вычислять с помощью 
формул 

 

 

 

,4,1 3 22

,4,2 3 12

4,3 2 12

4 ,

4 ,

4

q
q

q
q

q
q

L x x
l K

L x x
l K

L x x
l K


  


   


 


,              (11) 

где 

 
 
 

2
1 3 2 1

2
2 3 1 2

2
3 2 1 3

q

q q

q

x x x

K x x x

x x x

   
 

    
 
   

. 

Регуляризируем данную задачу чис-
ленным методом. Результат регуляриза-
ции на сетке аппроксимации (3) – рас-
пределение узлов сетки с точностью че-
тырех знаков после запятой для число-
вых коэффициентов: 

1

2

3

 0,0500 ,
 0,3907 ,
 0,9500

x l
x l
x l 









,                             (12) 

константа Лебега второго рода по фор-
муле (5) q,4 = 130/l4 и  значение числа 
обусловленности задачи по формуле (6) 
Аq,4 = 130. 

Здесь и далее вычисляем значения 
координат узлов сетки (3) с точностью 
четырех значащих цифр, а констант Ле-

бега второго рода и безразмерных абсо-
лютных чисел обусловленности с точ-
ностью трех значащих цифр. 

В варианте F = q в табл.1 коэффи-
циент dq,3 отличается от коэффициента 
dq,4 множителем ( l), а коэффициент 
dq,2 множителем (lq/2), следовательно: 

3

,3, ,4,

,3

,3

130

130

,

,
q i q

q

q

iL

l

lL  


 
 

 .                             (13) 

,

2
,

2

,2

2

,

, ,4 2,

,65,2

65, 2

q i q i

q

q

L L

l

lq 


 
 

 .                         (14) 

Модель обработки данных 4d0d1Mq 
По условиям варианта F = M, q в 

табл.1 используем уравнение (2) поряд-
ка n = 4 в виде 

 

 

, , ,0 , ,1

2

, ,2

2 3

, ,4

2

4 ,
24

1: 4

M q i M q M q i

i
M q

i
M q i

v x d d x

xd

l xd l x

i

  

  

  


 

.        (15) 

Для аппроксимационного много-
члена 

 
4

, ,4 , ,4,
1

M q M q i i
i

d L v x



                  (16) 

вида (4) необходимо выполнить условия 

 

4

, ,4,
1

4

, ,4,
1

4
2

, ,4,
1

4
3

, ,4,
1

0,

0,

0,

4 24

M q i
i

M q i i
i

M q i i
i

M q i i i
i

L

L x

L x

L x l x









 



 




   









,          (17) 
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которым удовлетворяют лагранжевы 
коэффициенты 

 
 

23
, ,4,4

234

24
, ,4,3 , ,4,4

23

, ,4,2 3 1 , ,4,3

4 1 , ,4,4

4

, ,4,1 , ,4,
2

24 ,

,

,

M q

M q M q

M q M q

M q

M q M q i
i

KL
K

KL L
K

L x x L

x x L

L L


 



  

   
 



  




,        (18) 

где

 

   
 

   
 

   
 

 
 

3 3
1, 1 1

,2 1 2 1

2. 1 2

2.3.4 2.3 1.4 4.2 1.2

2.4 1.3 3.2 1.2

4 4 ,

2, 3, 4 ;

,

3, 4 ;

,

3, 4 ;

.

i i i

i i

i i i

K l x x l x x

i

K x x x x

i

K x x x x

i

K K K K K

K K K K

   



  



  



  

 

 

Регуляризируем данную задачу чис-
ленным методом. Результат регуляриза-
ции на сетке аппроксимации (3) – рас-
пределение узлов сетки 

1

2

3

4

 0,0500 ,
 0,2527 ,
 0,6973 ,
 0,9500

x l
x l
x l
x l

















,                             (19) 

константа Лебега второго рода M,q,4 = 
=520/l4 и  значение числа обусловленно-
сти задачи АM, q,4 = 520. 

В варианте F = M, q в табл.1 коэф-
фициент dM,q,3 отличается от коэффици-
ента dM,q,4 множителем ( l), следова-
тельно, на этот множитель отличаются 

лагранжевы коэффициенты и константа 
Лебега второго рода для dM,q,3: 

,

3
, ,

,

3

. ,

. 3,

3

, , 4 ,

520

5

,

20
M q

M q

M q i M q iL L

l

l  


 




 

,                       (20) 

распределение узлов сетки аппрокси-
мации совпадает с распределением (19). 

Используем уравнение (15) для ап-
проксимационного многочлена 

 
4

, ,2 , ,2,
1

M q M q i i
i

d L v x



 .                (21) 

Здесь необходимо выполнить условия 

 

4

, ,2,
1

4

, ,2,
1

4
2

, ,4,
1

4
3

, ,4,
1

0,

0,

2,

4 0

M q i
i

M q i i
i

M q i i
i

M q i i i
i

L

L x

L x

L x l x









 



 




  









,              (22) 

которым удовлетворяют лагранжевы 
коэффициенты 

13 12 32
, ,2,4

234

, ,2,4
, ,2,3

23
4

, ,2,2 2 , ,2,
3

4

, ,2,1 , ,2,
2

2 ,

2
,

,

M q

M q
M q

M q i M q i
i

M q M q i
i

K K KL
K

L
L

K

L K L

L L





  


 
 



  

  





.            (23) 

Регуляризируем данную задачу чис-
ленным методом. Результат регуляриза-
ции на сетке аппроксимации (3) – рас-
пределение узлов сетки (19), константа 
Лебега второго рода M,q,2 = =184/l2 и  

значение числа обусловленности задачи 
АM, q,2 = 184. 
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Модель обработки данных 4d0d1Pq для 
балки с комбинированной нагрузкой P и q 

По условиям варианта F = P, q в 
табл.1 используем уравнение (2) поряд-
ка n = 4 в виде 

 

 

 

, , ,0 , ,1

2

, ,3

2
2 2

, ,4

3
6

6 ,
24

1: 4

P q i P q P q i

i
P q i

i
P q i

v x d d x

xd l x
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i

  

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
  


 

.           (24) 

Для аппроксимационного многочлена 

 
4

, ,4 , ,4,
1

P q P q i i
i

d L v x



                    (25) 

вида (4) необходимо выполнить условия 
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i
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i
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







,         (26) 

которым удовлетворяют лагранжевы 
коэффициенты 
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,             (27) 

где
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Регуляризируем данную задачу чис-
ленным методом. Результат регуляриза-
ции на сетке аппроксимации (3) – рас-
пределение узлов сетки 

1

2

3

4

 0,0500 ,
 0,2313 ,
 0,6560 ,
 0,9500

x l
x l
x l
x l


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,                             (28) 

константа Лебега второго рода P,q,4 =  
= 1184/l4 и  значение числа обусловлен-
ности задачи АP, q,4 = 1184. 

Для аппроксимационного много-
члена 

 
4

, ,3 , ,3,
1

P q P q i i
i

d L v x



                    (29) 

с учетом уравнения (24) вводим условия 
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


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,           (30) 

которым удовлетворяют лагранжевы 
коэффициенты 
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,     (31) 

где 5.4 4,2 5.2
3,2.3

5.3 3,2 5.2

.
K K K

K
K K K





 

Регуляризируем данную задачу 
численным методом. Результат регуля-
ризации – распределение узлов сетки 
(28), константа Лебега второго рода 
P,q,3 = 838/l3, число обусловленности 
задачи АP, q,3 = 838. 

Для определения коэффициента 
dP,q,2 используем уравнение (2) в виде 
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.           (32) 

Для аппроксимационного многочлена 
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1
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i
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                    (33) 

вида (4) необходимо выполнить условия 
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Регуляризируем данную задачу 
численным методом. Результат регуля-
ризации на сетке аппроксимации (3) – 
распределение узлов сетки (28), кон-
станта Лебега второго рода P,q,2 = 
252/l2 и  число обусловленности задачи 
АP, q,2 = 252. 

Оценивание повышения точности  
определения начальных параметров  
оптимизацией числа узлов аппроксимации 

В рассмотренных частных примерах 
модели измерений и обработки данных 
получены формулы (12), (19), (24) с оп-
тимальным количеством узлов сетки 
аппроксимации Nопт < Nmax = n + 1, не 
выполняется исследованное в работе 
[37] совпадение чебышёвского альтер-
нанса порядка n + 1 с набором N точек 
узлов аппроксимации. Здесь введены 
ограничения в виде алгебраических 
функций, связывающих начальные дан-
ные между собой (табл. 1), что позво-
лило уменьшить количество узлов ап-
проксимации и безразмерное абсолют-
ное число обусловленности задачи. На 
рис. 2 показаны пять выборок получен- 
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ной генеральной совокупности множе-
ства элементов АF,2 в моделях измере-
ний и обработки данных с распределен-
ной нагрузкой q (n = 4) в составе 
нагрузки F. Максимальное число АF,2 
получено при N = Nmax = n + 1 = 5. Ос-
тальные числа АF,2 меньше в соответ-
ствии с меньшими значениями числа N. 

В представленных на рис. 2 упоря-
доченных в порядке возрастания вы-
борках элементов АF,2, каждая из выбо-
рок имеет общий признак – одинаковое 
значение числа точек аппроксимации  

N = 1:5. Разнообразие элементов АF,2 
характеризуем экстремальными край-
ними значениями АF,2min = 4,29 и АF,2max 
= 506, размахом АF,2max  АF,2min = 502 и 
псевдолинейной (внутренне линейной) 
моделью, преобразованной в линейную 
модель вида: 

0,114 0,518T N  ,                      (36) 
где ,2log FT   . 

Характеристика (36) является не-
точной, она пригодна для быстрой, ори-
ентировочной оценки чисел АF,2. 

 
Рис. 2. Варианты выборок элементов АF,2 в моделях измерений с распределенной нагрузкой q  

в составе нагрузки F 

Fig. 2. Variants of samples of elements АF,2 in measurement models with distributed load q as part  
of load F 

На рис. 3 показано, что уменьшение 
абсолютного числа обусловленности за-
дачи АF,r связано с уменьшением числа 
узлов аппроксимации. Точками на рис. 3 

указаны координаты xi узлов аппрокси-
мации. Точки с одинаковым значением i 
в разных моделях измерений соединены 
нумерованными пунктирными линиями. 
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Рис. 3. Безразмерное абсолютное число обусловленности задачи 4,2 

Fig. 3. Non-dimensional absolute value of the conditionality of the problem 4,2 

На рис. 4 показано, что повышение 
точности моделей измерений оптимиза-
цией числа узлов аппроксимации до-
стигнуто рациональной модификацией 
алгоритмов обработки данных СИ. При 
выявлении среди параметров иденти-
фикации балки (начальных параметров 

и действующих на балку нагрузок) не-
значимых, вызывающих прогибы балки 
менее v0  порога чувствительности СИ, 
выполняется модификация простран-
ства состояний параметров идентифи-
кации с уменьшением его размерности. 

 
Рис. 4. Алгоритм обработки данных средства измерений 

Fig. 4. Algorithm for data processing of measuring instrument 
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В примере исходной модели 4d0d1MP  
одной из типовых моделей формируем 
матрицу функций пространства состоя-
ний параметров идентификации вида 
матрицы в табл. 2. Разнообразие функ-
ций в матрице состоит из элементов 1M, 
2d0M, 2d1M, 3d0d1M, 2d0P, …, 4d0d1MP. 
На рис. 5 указано, что матрицу исполь-
зуем при редукции пространства состо-
яний параметров идентификации. На 
выходе алгоритма получаем актуальные 
значения начальных параметров балки и 
внешней нагрузки, позволяющие опреде-
лить реальную расчетную схему балки, 
характеристику опоры. В частности, если 
d0  значимый параметр, d1 незначимый, 
то опора шарнирная, а если d0 и d1 незна-
чимые параметры, то левый конец балки 
(см. рис. 1) защемлен. 

Оценку повышения точности опре-
деления начальных параметров показа-
телем качества алгоритма выполнена на 
примерах моделей, полученных реду-
цированием типовых моделей 4d0d1MP 
и 5d0d1MPq для r = 2. На рис. 6 указано, 
что у моделей измерений при нагрузках 
M или P значения показателя качества 
алгоритма F,2, рассчитанное по форму-
ле (7), составляют 3,4 и 6,7 при значе-
нии приведенного на рис. 3 числа обу-
словленности задачи F,2,Nmax = 132 для 
модели 4d0d1MP. У моделей измерений 
при комбинациях нагрузок M, P с q 
диапазон значений показателя качества 
алгоритма F,2 составляет 2,0 …7,8 с 
учетом числа обусловленности задачи 
F,2,Nmax = 506 для модели 5d0d1MPq. 

Координаты узлов аппроксимации в 
моделях 3d0d1M, 3d0d1P, 4d0d1MP на рис. 3, 
а также в модели 1M на рис. 5, получены в 
работе [11]. Координаты узлов аппрокси-
мации в модели 5d0d1MPq на рис. 3 полу-
чены в работе [37]. Координаты узлов 
аппроксимации в моделях 3d0d1q, 
4d0d1Mq, 4d0d1Pq на рис. 3 и в формулах 
(12), (19), (24), а также в модели 3d1MP 
на рис. 5, получены впервые. Впервые 
получены формулы (11), (18), (23), (27), 
(31), (35) для вычисления лагранжевых 
коэффициентов, значений констант Ле-
бега второго рода и  безразмерных аб-
солютных значений числа обусловлен-
ности задачи в моделях 3d0d1q, 4d0d1Mq 
и 4d0d1Pq. 

Рассмотренная процедура, позволя-
ет на основе измеренных прогибов оце-
нивать актуальный набор начальных 
параметров балки и внешнюю нагрузку 
при мониторинге балки. 

Выводы 

Предложенный экспериментально-
расчетный метод мониторинга балки 
позволяет рассчитать параметры иден-
тификации, характеризующие состояние 
балки, с учетом повышения точности ре-
дукцией измерений при выявлении не-
значимых начальных параметров и дей-
ствующих на балку нагрузок. Методоло-
гия исследований включает математиче-
ское моделирование обратной задачи Ко-
ши в информационно-измерительной си-
стеме с помощью метода редукции изме-
рений и регуляризации. 
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Рис. 5. Алгоритм обработки данных в модели 4d0d1MP 

Fig. 5. Algorithm for data processing in the 4d0d1MP model 
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Рис. 6. Повышение точности моделей измерений оптимизацией числа узлов аппроксимации 

Fig. 6. Improving the accuracy of measurement models by optimizing the number  
of approximation nodes 

На основе метода линейной лагран-
жевой аппроксимации для поперечного 
изгиба балки построена процедура чис-
ленного дифференцирования уравнения 
прогиба с рассмотрением функциональ-
ной взаимосвязи начальных параметров 
упругой линии балки. При этом прини-
мается во внимание неравномерность 

деформаций на концах балки. Работо-
способность сформулированного алго-
ритма подтверждена численным экспе-
риментом для вариантов единичной или 
комбинированной на-грузки балки в 
виде изгибающего момента, сосредото-
ченной нагрузки и постоянной распре-
деленной нагрузки. 
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