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Резюме 

Цель исследования. Работа посвящена кругу вопросов, относящихся к задаче Коши на отрезке дей-
ствительной оси с приложением к исследованию обратной задачи Коши, в которой по эксперимен-тальным или 
табличным значениям решения дифференциального уравнения оптимально восстанавли-вают вещественные 
константы – начальные условия. В качестве объекта исследования выбрана информационно-измерительная 
система, в которой по дискретным значениям функции решения задачи Коши вычисляются приближенные 
значения начальных условий. 
Методы. Для этого решены следующие задачи: разработаны параметры размещения измерительного 
участка на исследуемом объекте и сетка аппроксимации на измерительном участке. Сформулированы 
характеристики точности восстановления начальных условий задачи. 
Результаты. Предложен экспериментально-расчетный метод определения начальных условий в обрат-
ной задаче Коши, основанный на понятии целевой функции регуляризации задачи. Также предложен 
параметр регуляризации задачи в виде минимального значения функцией Лебега. 
Заключение. В результате проведенных исследований рассмотрена реакция метода равномерного при-
ближения начальных условий в обратной задаче Коши на отклонение координат узлов сетки аппрокси-
мации от координат Чебышёвского альтернанса. Приведены графики реакции метода на отклонение 
шага сетки от оптимального шага. 
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Abstract 

Purpose of research. The work is devoted to a range of questions related to Cauchy problem on the segment of real 
axis with the application of the inverse Cauchy problem, in which real constants are initial conditions which are 
optimally restored according to experimental or tabular values of the solution of the differential equation. The object of 
the study is an information-measuring system, in which approximate values of initial conditions are calculated from 
discrete function values of Cauchy problem solving. 
Methods. The following problems are solved for this purpose: parameters of measuring section placement on the 
investigated object and approximation grid on measuring section are developed. Characteristics of recovery accuracy 
of initial conditions of the task are formulated. 
Results. An experimental-calculated method of determining initial conditions in the inverse Cauchy problem is 
proposed. It is based on the concept of objective function of regularization of the problem. Task regularization 
parameter in the form of minimum value by Lebesgue function is proposed. 
Conclusion. The reaction of uniformly approximating method of the initial conditions of the inverse Cauchy problem 
to the deviation of the approximation grid coordinates nodes from the coordinates of Chebyshev alternance was 
described. Graphs of method reaction to deviation of grid pitch from optimal pitch are given. 
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Введение 

Во многих приложениях математи-
ческой физики (например, в теоретиче-
ской механике, гидродинамике, теории 
упругости) ее модели часто сводятся к 
краевым задачам для дифференциаль-
ных уравнений. Основным инструмен-
том исследования процессов, определя-

емых начальным состоянием и нахож-
дением решения дифференциального 
уравнения, является задача Коши. Если 
дано семейство достаточное число раз 
дифференцируемых функций решения 
дифференциального уравнения, то мож-
но восстановить начальные условия. 
Развитие методов вычислительной ма-
тематики, в частности, численного диф-
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ференцирования, позволило приступить 
к исследованию задачи восстановления 
начальных условий по эксперименталь-
ным (табличным) значениям полиноми-
альной функции (решения дифференци-
ального уравнения) как обратной задачи 
Коши [1, 2]. В работе [2] исследована 
задача с недоступностью измерений на 
одном конце измеряемого объекта. Об-
ратные задачи, связанные с обработкой 
экспериментальных данных (результа-
тов наблюдений), могут характеризо-
ваться малым объемом и невысокой 
точностью [3-7]. В работе [8] обсужде-
ны теоретические и вычислительные 
вопросы выбора метрологической мо-
дели измерений, аттестации алгоритмов 
обработки данных вычислительным 
устройством, корректной оценки не-
определенности измерений. Для этапа 
обработки данных формируют модель 
исходных данных, модель погрешно-
стей, показатели качества алгоритмов 
обработки данных. При обработке ин-
формационно-измерительной системой 
(ИИС) данных измеренных входных ве-
личин в обратных задачах применяют 
редукцию измерений, полиномиальную 
аппроксимацию, линейную лагранжеву 
интерполяцию, методы регуляризации, 
непараметрические методы [3-5, 9-18]. 
Простой метод решения некорректной 
задачи численного дифференцирования – 
сеточный метод решения на измери-
тельном компакте [7, 15, 19-22]. Об-
ширные результаты получены в иссле-
дованиях сеток аппроксимации с посто-
янным шагом при решении дифферен-

циальных уравнений для аппроксима-
ции граничных условий [7]. Для вычис-
ления производных используют раз-
личные алгоритмы, например, алгоритм 
Ремеза, построение специальной систе-
мы нелинейных уравнений [4, 7, 17, 18, 
23, 24]. 

Существует несколько проблем в 
определении целевых характеристик в 
обратной задаче Коши. Эти проблемы 
включают в себя учет погрешности дат-
чиков и оптимизацию распределения 
датчиков по отрезку задания решения с 
целью минимизирования влияния по-
грешности датчиков на результаты рас-
чета целевых характеристик [1, 3, 5, 21, 
22, 25, 26]. Сходимость интерполяци-
онных процессов и оценка погрешности 
интерполяции связана с функциями и 
константами Лебега [7, 25-28]. Разме-
щение измерительного участка, сопря-
женного с внешней средой, вызывает 
рост методической погрешности целе-
вых характеристик [29-31]. В работе 
[29] решена тестовая задача: стальная 
консольная балка, длина 10 м, момент 
инерции 510-6 м4, сосредоточенная на-
грузка 4 Т. Установлено, что балка с жест-
кой опорой находится практически в од-
нородном напряженно-деформированном 
состоянии на участке [0,1l, l]. При нагру-
жении балки на свободном конце сосре-
доточенной нагрузкой Р  0,32EIl-2 рас-
хождения между вертикальными пере-
мещениями становятся меньше 1% для 
поперечных сечений, удаленных от за-
делки более, чем на 0,056l. 
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Развиваемый автором численный 
метод определения начальных условий 
в обратной задаче Коши по экспери-
ментальным или табличным значениям 
функции решения дифференциального 
уравнения основан на ранее получен-
ных результатах исследований числен-
ного дифференцирования [1, 2, 4, 7] и 
частных результатах восстановления 
начальных параметров через лагранже-
вы коэффициенты методом неопреде-
ленных коэффициентов [15, 20, 23]. 
Метод неопределенных коэффициентов 
имеет недостаток – для восстановления 
каждого из начальных параметров 
необходимо составлять новый алгоритм 
и решать новую систему уравнений для 
получения новых лагранжевых коэф-
фициентов. 

Развиваемый автором метод направ-
лен на получение общего набора под-
лежащих восстановлению начальных 
параметров с предварительной оптими-
зацией сетки аппроксимации парамет-
ром регуляризации задачи для получе-
ния максимальной точности восстанов-
ления начальных параметров, что явля-
ется актуальным и полезным направле-
нием исследования.  

Материалы и методы 

Модель измерений и обработки данных 

Рассмотрим на множестве действи-
тельных чисел, отрезке задания реше-
ния – компакте K1 = [0, l], принадлежа-
щем вещественной плоскости ℝ2, ли-
нейное неоднородное дифференциаль-

ное уравнение с одним неизвестным x и 
решение этого уравнения 
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где n – порядок дифференциального 
уравнения и степень уравнения v(x); f(x) – 
постоянная dn,n (f(x)  0); v(x) – решение 
задачи Коши;    , 0|r

n r xd v x   –(r = 0 :  

n – 1). 
В продолжение работ [1, 2, 15] рас-

смотрим класс обратных задач Коши 
восстановления значений целевых ха-
рактеристик исследуемого объекта, пред-
ставляемого дискретными значениями 
функции v(x). К исследуемым целевым 
характеристикам относим функцию f(x) 
и начальные условия, которые в задаче 
Коши состоят в задании производных 
функции v(x) при x = 0 (данных Коши). 

Алгоритм вычисления начальных 
условий обратной задачи Коши реали-
зуется в ИИС. ИИС состоит из измери-
тельного и вычислительного компонен-
тов. Измерительный компонент вклю-
чает в себя датчики и канал связи [1]. 

В системе (измеряемый объект – 
функция v(x) на компакте K1, среда, 
ИИС) на вход ИИС по числу датчиков 
поступает N значений функции v(x): 
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где i= 1 : N; N = n + 1. 
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В значениях v(xi) учитываем влия-

ющие факторы, в том числе связанные с 
внешней средой. 

С учетом современного уровня раз-
вития вычислительной техники рас-
смотрим обратную задачу Коши с по-
грешностью датчиков и канала связи 
R(vi), значительно превосходящей вы-
числительную погрешность округления 
в вычислительном компоненте ИИС. На 
вход вычислительного компонента 
ИИС от N датчиков в измерительном 
компоненте ИИС поступают N изме-
ренных значений v*(xi) = v(xi) + R(vi) 
функции v(x). 

На выходе ИИС получаем восста-
новленные значения целевых характе-
ристик исследуемого объекта в системе 
(исследуемый объект – вещественная 
плоскость, среда). 

Заменим функции v*(x) и dn,r при-
ближенными функциями F(x) и wj, со-
ответственно, которые просто вычис-
ляются: 
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Для получения разрешенной систе-
мы уравнений воспользуемся условия-
ми Лагранжа в виде: 
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Совокупность этих условий при за-
данных xi (среди узлов xi не должно 
быть совпадающих) образуют систему 
линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ) в покомпонетной форме отно-

сительно неизвестных коэффициентов 
wn,r. В матричной форме система (5) – 
Aw=v*, где w –столбец неизвестных со-
ставим из коэффициентов wn,r, v* –
столбец свободных членов составим из 
табличных (измеренных) i-тых значе-
ний функции v*, а матрицу системы A 
представим в виде: 
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Для получения СЛАУ набор число-
вых значений функций !r

ix r  в левых 

частях уравнений (5) используем в мат-
рице A константами. Матрица A подоб-
на матрице Вандермонда, следователь-
но, она, как и матрица Вандермонда, 
хотя неособая, но становится плохо 
обусловленной при увеличении n. Ре-
шением СЛАУ получаем значения це-
левых характеристик dn,r по второму 
уравнению (4). 

Рассмотрим взаимодействие ис-
следуемого объекта на компакте K1 с 
внешней средой. Будем считать, что 
измерения недоступны на левом и пра-
вом конце измеряемого объекта – от-
резка 0, l. Воспользуемся принципом 
Сен-Венана в теории упругости для 
снижения методической погрешности 
целевых характеристик, вызванной не-
равномерностью распределения дефор-
маций внешней среды и компакта K1 в 
окрестности точек x= 0 и x= l. Тогда на 
измеряемом объекте 0, l сетка аппрок-
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симации и измерительный участок a, b 
имеют вид: 

1 2   Na x x x b      ,              (6) 

то есть на компакте K2 = [a, b] при a = 
1l, b = (1 – 2)l. 

Для производных dn,r функции v(x) 
используем одномерное лагранжевое 
приближение первой степени 
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где Ln,r,i(0) – лагранжевы коэффициенты. 
Лагранжевы коэффициенты в ап-

проксимационной формуле (7) предста-
вим в виде: 
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Формирование характеристик точности 
восстановления начальных условий 

Рассмотрим при обработке неболь-
шого массива экспериментальных ре-
зультатов (N  5) равномерную непре-
рывную норму погрешности датчиков и 
канала связи. 

Для оценки уровня погрешности 
исследуемых целевых характеристик, 
получаемых решением обратной задачи 
 

Коши, воспользуемся абсолютным чис-
лом обусловленности измерительно-вы-
числительной задачи – величиной n,r(0), 
устанавливающей связь между верхни-
ми границами абсолютной погрешности 
датчиков и канала связи  max[v(xi)] и 
решения  max[dn,r] неравенством 

   max , , maxsu0 pn r n r id v x       .      (9) 

Абсолютное число обусловленно-
сти задачи n,r(0) представим целевой 
функцией Лебега в виде: 
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Целевая функция Лебега позволяет 
оценить влияние погрешности датчи-
ков, положения компакта K2 и распре-
деления датчиков в компакте K2 на точ-
ность экстраполирования исследуемых 
целевых характеристик. 

Параметр регуляризации обратной 
задачи Коши представим в виде ап-
проксимационной константы: 
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.                  (11) 

Для определения координат n+1 
узлов сетки аппроксимации (6) при n  1 
по аппроксимационной константе вос-
пользуемся координатами Чебышёвских 
экстремумов в виде: 
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Исходя из текущего состояния об-
работки экспериментальных данных 
можно сформулировать область приме-
нения и основные положения разрабо-
танного метода определения начальных 
условий обратной задачи Коши (далее 
по тексту «Метод»). 

Результаты и их обсуждение 

Метод предусматривает размеще-
ние измерительного участка на удале-
нии от точки x= 0 на расстояние, на ко-
тором неравномерность распределения 
деформаций вещественной плоскости 
ℝ2 уменьшается настолько, что погреш-
ность Метода, вызванная этой неравно-
мерностью, становится сопоставимой с 
погрешностью, вызванной датчиками. 

При минимизировании погрешно-
сти Метода, когда погрешность датчи-
ков значительно превосходит вычисли-
тельную погрешность округления, для 
узлов сетки аппроксимации использо-
ваны координаты Чебышёвских экстре-
мумов. 

В частности, для n = 3 координаты 
Чебышёвских экстремумов имеют вид 
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.                    (13) 

Используем соотношения 1=2= 0,05 
по результатам исследования [29], при 

которых координаты (15) узлов сетки 
аппроксимации имеют вид: 

1 2

3 4

 0,0500 ,  0,275 ,
  0,725 ,   0,950
x l x l
x l x l
  

  
.         (14) 

Для n = 4 координаты Чебышёв-
ских экстремумов представим в виде: 
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при 1 = 2 = 0,05: 

1 2

3 4

5

 0,0500 ,  0,182 ,
  0,500 ,   0,818 ,

 0,950

x l x l
x l x l
x l

  
  
 

.         (16) 

Анализируются вычислительные 
программы, реализующие алгоритмы 
предложенного Метода. 

Данный Метод описывает вычис-
ление правой части уравнения (1) и 
начальных условий обратной задачи 
Коши с использованием координат (15) 
Чебышёвских экстремумов для опреде-
ления узлов сетки аппроксимации (6) 
для последующего решения СЛАУ по 
условиям Лагранжа (5) или для вычис-
ления лагранжевых коэффициентов (8) 
с подстановкой их в правую часть урав-
нения (7). В частности, начальные усло-
вия d4,2 и d4,3 по (7) и аппроксимацион-
ные константы 4,2 и 4,3 по (11) пред-
ставимы в виде: 
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при 1 = 2 = 0,05: 
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Результаты сравнительного анализа 
Метода с известными моделями пока-
зывают, что расчет аппроксимационных 
констант по известным моделям реше-
ния дифференциальных уравнений на 
сетке аппроксимации с постоянным ша-
гом по [7] для аппроксимации гранич-
ных (начальных) условий d4,2 и d4,3 с 
введением условий 1 = 2 = 0,05 к сет-
ке (6) имеют вид: 

2 3
4,2 4,3675 , 3121l l    .       (19) 

Результат сравнения аппроксима-
ционных констант в (18) и (19) при 
одинаковой погрешности датчиков – 
погрешность аппроксимации известных 
моделей превышает результат по пред-
ложенному Методу на 33 %. Предло-
женный Метод лучше существующих, 
не имеющих к сетке (6) условий вида  

1 = 2 = 0,05 – в Методе с учетом ре-
зультатов работы [29] в измерениях не 
используются окрестности точек x= 0 и 
x= l, где уровень методической погреш-
ности резко возрастает в сравнении с 
погрешностью датчиков. Указанные 
преимущества Метода проявляются в 
технических приложениях вычисли-
тельной математике, в частности, для 
повышения точности методик [6, 32-34] 
обследования строительных объектов. 

Далее рассмотрена реакция Метода 
на отклонение координат узлов сетки 
аппроксимации от координат Чебышёв-
ских экстремумов (12). На рис. 1-3 при-
ведены графики реакции Метода на это 
воздействие в виде безразмерных абсо-
лютных чисел обусловленности задачи 
Аn,r = lrn,r(0) = f(Xs), где Xs = xs/l. 
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Рис. 1. Безразмерное абсолютное число обусловленности задачи 3,3 
Fig. 1. Non-dimensional absolute value of the conditionality of the problem 3,3 

 
Рис. 2. Безразмерное абсолютное число обусловленности задачи 4,2 
Fig. 2. Non-dimensional absolute value of the conditionality of the problem 4,2 

Минимальные значения функций 
на полученных графиках показывают 
зависимость погрешности Метода от 
погрешности датчиков с оптимальными 
узлами сетки аппроксимации (14) и 
(16). Графики показывают преимуще-
ство координат Чебышёвских экстре-
мумов в сетке аппроксимации в сравне-
нии с другими распределениями коор-

динат, абсолютное число обусловлен-
ности задачи и соответственно погреш-
ность решения задачи значительно воз-
растает при отклонении координат уз-
лов сетки аппроксимации от координат 
Чебышёвских экстремумов. Отклонение 
координат до половины текущего шага 
сетки двукратно увеличивает погреш-
ность определения начальных условий. 
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Рис. 3. Безразмерное абсолютное число обусловленности задачи 4,3 

Fig. 3. Non-dimensional absolute value of the conditionality of the problem 4,3 

Выводы 

1. Разработан экспериментально-
расчетный Метод определения началь-
ных условий обратной задачи Коши на 
основе предложенных характеристик 
размещения сетки аппроксимации на 
исследуемом объекте с учетом недо-
ступных для измерения участков, ха-
рактеристик сетки аппроксимации с ко-
ординатами Чебышёвских экстремумов 
для координат узлов, характеристик па-
раметра регуляризации задачи в виде 
аппроксимационной константы.  

2. Исследована реакция Метода на 
отклонение координат узлов сетки ап-

проксимации от координат Чебышёв-
ских экстремумов – точек чебышёвско-
го альтернанса. Показано, что отклоне-
ние координат до половины текущего 
шага сетки двукратно увеличивает по-
грешность определения начальных ус-
ловий. 

3. Приведенный Метод может ис-
пользоваться не только в вычислитель-
ной математике, но и в ее технических 
приложениях, например, для повыше-
ния точности методик обследования 
строительных объектов на стадии экс-
периментально-теоретических исследо-
ваний, что является актуальным и по-
лезным. 
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