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Резюме 

Цель исследования. Одним из путей повышения эффективности систем реабилитации пациентов с 
нарушениями опорно – двигательного аппарата является применение экзоскелетов, позволяющих 
обеспечить заданное врачом -реабилитологом движение нижних конечностей по законам, близким к 
естественной походке. Для получения соответствующих закономерностей в статье рассматривается 
метод, основанный на построении траекторий движения голеностопного сустава (ГСС) с последующим 
синхронным определением углов поворота звеньев нижних конечностей на основе численного решения 
задачи обратной кинематики. Известно, что использование упрощенных законов движения ГСС и стоп без 
учета антропометрических параметров пациента приводит к формированию неправильной походки и, как 
следствие, значительному увеличению времени реабилитации пациента. Поэтому, при построении 
математической модели паттернов движения голеностопного сустава предлагается применять метод 
видеозахвата выбранных на ГСС и стопе точек-маркеров, с последующей обработкой и аппроксимацией 
получаемых сигналов с помощью полиномов, что обеспечивает высокую точность воспроизведения 
паттернов движения. Целью исследования является построение законов движения звеньев экзоскелета по 
траектории движения ГСС на основе численного решения задачи обратной кинематики. 
Методы. Для достижения поставленной цели применяются экспериментальные исследования ходьбы с 
построением траектории движения ГСС по видеофрагменту, сглаживание и аппроксимация этой траектории 
и решение задачи обратной кинематики. 
Результаты. Предложен метод построения и обработки траектории движения стопы и нахождения 
кинематических характеристик движения звеньев для создания паттернов движения экзоскелета при 
походке. 
Заключение. Результаты моделирования показали, что предложенные методы построения траектории 
движения и моделирования походки экзоскелета позволяют с высокой точностью повторить походку 
человека при проведении реабилитационных процедур. 
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Abstract 

Purpose of research One of the ways to increase effectiveness of rehabilitation systems for patients with musculo-
skeletal disorders is the use of exoskeletons, which make it possible to ensure lower limbs movement according to 
the laws close to natural gait set by the rehabilitation therapist. The article considers a method based on construction 
of ankle joint motion trajectories (AJ) followed by synchronous determination of rotation angles of lower limb links 
based on numerical solution of inverse kinematics problem. It is known that the use of simplified laws of ancle joint 
movement and feet without taking into account anthropometric parameters of a patient leads to the formation of an 
incorrect gait and, as a result, a significant increase in rehabilitation time of a patient. Therefore, when constructing 
mathematical model of ankle motion patterns, it is proposed to use the method of video capture of marker points se-
lected on AJ  and foot, followed by processing and approximation of received signals using polynomials, which pro-
vides high accuracy of reproducing motion patterns. Purpose of research is to build motion laws of exoskeleton links 
along the trajectory of AJ motion based on a numerical solution of inverse kinematics problem. 
Methods. Experimental walking studies with the construction of AJ motion trajectory based on video fragment, 
smoothing and approximation of this trajectory and solving reverse kinematics problem are used to achive this goal. 
Results. Method for construction and processing of foot motion trajectory and finding kinematic characteristics of 
links motion for creation of exoskeleton motion patterns in gait is introduced. 
Conclusion. Simulation results shows that proposed methods of constructing motion trajectory and gait modeling of 
the exoskeleton make it possible to copy the gait of a person with high accuracy in rehabilitation process. 

 

Keywords: human gait; mathematical modeling of human gait; solution of reverse problem of speed kinematics; exo-
skeleton; trajectory video analysis; CAD model. 

Conflict of interest. The authors declare the absence of obvious and potential conflicts of interest related to the 
publication of this article. 

Funding: The work was carried out with the support of the RFFI grant No. 19-08-044A. 

For citation: Pechurin A. S., Fedorov A. V., Jatsun A. S., Jatsun S. F. Mathematical Modeling of Human Gait in a 
Rehabilitation Exoskeleton Using Gait Video Analysis Method. Izvestiya Yugo-Zapadnogo gosudarstvennogo universi-
teta = Proceedings of the Southwest State University. 2021; 25(3): 27-40 (In Russ.). https://doi.org/ 10.21869/2223-1560-
2021-25-3-27-40. 

Received 14.05.2021   Accepted 10.08.2021   Published 21.10.2021 

 



Печурин А. С., Федоров А. В., Яцун А. С.  и др.                 Математическое моделирование ходьбы человека  ...  

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2021; 25(3): 27-40 

29
*** 

Введение 

В стране сегодня насчитываются де-
сятки тысяч больных с повреждением 
опорно-двигательного аппарата (ОДА). 
Чаще всего травмы ОДА получают муж-
чины молодого трудоспособного возраста, 
причем соотношение пациентов в воз-
расте от 20 до 40 лет и от 41 до 65 лет 
составляет 45 и 49% соответственно. 
Большинство пациентов получают трав-
мы в дорожно-транспортных происше-
ствиях. Поэтому, обычно пациентам тре-
буется несколько оперативных вмеша-
тельств с последующей длительной ре-
абилитацией, что позволяет через 3-5 
месяцев после получения травмы воз-
вращаться к активной жизни. В то же 
время, тяжелые травмы опорно-двига-
тельного аппарата, в ряде случаев, при-
водят к инвалидизации пациентов [1]. 
Одним из способов реабилитации таких 
больных является применение индивиду-
альных экзоскелетов, позволяющих осу-
ществлять сложные виды движения, та-
кие как вертикализация пациента, при-
седания, ходьба и другие. Попытки раз-
работки и создания экзоскелетов пред-
принимались давно, последнее время 
стали появляться изделия, обеспечива-
ющие движение пациента в режимах 
ходьбы [2,3]. Использование подобных 
аппаратов способствует значительному 
сокращению времени восстановления 
пациента после травм, повышая эффек-
тивность реабилитации. При разработке 
и создании экзоскелетов используются 

современные методы компьютерного мо-
делирования, позволяющие исследовать 
характеристики движения нижних ко-
нечностей пациента и экзоскелета. Од-
ной из основных задач остается разра-
ботка паттернов движения и оптимиза-
ция параметров системы управления эк-
зоскелетом, что позволяет проектировать 
персонифицированные системы реабили-
тации для восстановления пациентов. 

Из многообразия аппаратов для 
восстановления ОДА наиболее подхо-
дящим является экзоскелет нижних ко-
нечностей – двуногий робот, позволя-
ющий проводить различные реабилита-
ционные упражнения, обеспечивающие 
восстано-вление нижних конечностей 
пациента [4]. Для обеспечения работы 
экзоскелета в режиме походки, заданной 
врачом-реабилитологом, необходимо точ-
но задавать траекторию движения ГСС и 
стоп с учетом антропометрических пара-
метров человека. Эти данные позволяют 
рассчитать оптимальные управляющие 
воздействия и паттерны движения эк-
зоскелета для людей с различными сте-
пенями поражения ОДА.  

Материалы и методы  

Описание экзоскелета 

Аппарат для реабилитации людей с 
нарушением ОДА представляет собой 
управляемый экзоскелет нижних конеч-
ностей [4], способный повторить, за-
данный врачом-реабилитологом, закон 
движения нижних конечностей (рис.1). 
Схематически экзоскелет представляет 
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собой 9-звенный механизм, элементы 
которого связаны между собой шарни-
рами, каждый из которых, оснащен 
управляемым электроприводом. Шар-
ниры обозначены буквами Аi (i=0,...,7). 
Причем, шарниры А1 и А6 являются 
двухкоординатными и обозначены А1x; 
А1y; А6x; А6y.  

Положение звеньев экзоскелета в лю-
бой момент времени, задается вектором 

обобщенных координат  )q,...,q()( Т
8000tq

nRq , где n – число обобщенных коор-
динат, которые определяют абсолютные  

углы поворота звеньев; 00q  – определя-

ет поворот передней части правой сто-
пы (пальцы) относительно опорной по-

верхности; 10q – поворот задней части 

стопы относительно опорной поверхно-

сти; 20q  –поворот правой голени; 80q  – 

поворот передней части левой стопы 
(пальцы) относительно опорной поверх-
ности и так далее. На вектор )(tq  нало-
жены ограничения, определяемые физио-
логическими особенностями человека. 

  qqq , где  qq ,  – предельные 
значения обобщенных координат.  

 
Рис. 1. Схема экзоскелета нижних конечностей. Аi (i=0,...,7) – шарниры с управляемыми 

приводами, Сj (j=0,...,8) – центры масс звеньев, q00,…,q80 – обобщённые координаты, 
описывающие взаимное расположение звеньев экзоскелета, которое зависит от 
траектории движения ГСС 

Fig. 1. Diagram of the lowers limbs exoskeleton. Аi (i=0,...,7) - joints with controlled drives,  
Сj (j=0,...,8) - centers of mass of the links, q00,…,q80 - generalized coordinates describing the 
relative position of the links of the exoskeleton, which depends on the trajectory of the AJ 
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Построение траектории движения  
центра масс 

Синтез задающих законов )(tq  [5-
9] осуществляется путем решения об-
ратной задачи кинематики. Для этого 
необходимо определить следующие па-
раметры ходьбы: L – длина шага, Т – 

время выполнения шага, 2ym – расстоя-
ние между стопами во фронтальной 
плоскости. Задаем желаемые законы 
движения центра масс (ЦМ), определя-
емые радиус вектором:  

.),,(t)( T
CCCc zyxr                         (1) 

Для обеспечения устойчивого вер-
тикального положения проекции ЦМ на 
горизонтальную плоскость, должны 
лежать в опорном полигоне. Также за-
даем траектории движения стоп t)(

iAr , 

i = 1 – для правой стопы,  i = 6 – для 
левой. Стопы двигаются синхронно с 
центром масс, обеспечивая его положе-
ние в опорном полигоне. Точки Аi (ГСС) 

(i=1 или 6) , принадлежащие стопам, 
совершают движение по некоторым 
пространственным траекториям.  

На рис. 2 показан пример кусочно-
линейной траектории. Движение начи-
нается из двухопорной фазы и при этом 
происходит перенос центра масс на ле-
вую стопу во фронтальной плоскости, а 
далее происходит перенос центра масс в 
сагиттальной плоскости вдоль стопы. 
При этом правая стопа переходит на 
расстояние L/2 вдоль оси OX. В следу-
ющий момент времени происходит пе-
ренос центра масс во фронтальной 

плоскости с левой стопы на правую. 
Далее движения повторяются.  

В начальный момент времени центр 
масс экзоскелета (ЦМЭ) находится в 
точке "О", совпадающей с началом ко-
ординат системы OXY. Движение ЦМЭ 
начинается из точки "O" вдоль оси OY 
(во фронтальной плоскости). При вы-

полнении условия mС yy  , ЦМЭ на-

чинает перемещаться вдоль оси OX (в 
сагиттальной плоскости). При этом  
правая стопа также перемещается вдоль 
оси OX. При выполнении условия 

4/LxС  , начинается перенос ЦМЭ 

вдоль оси OY на правую стопу. Достиг-

нув условия mС yy  , ЦМЭ разворачи-

вается и движется вдоль оси Ox, одно-
временно левая стопа также перемеща-
ется вдоль оси Ox до выполнения усло-
вия 4/3LxС  . На диаграмме хорошо 

видно, что центр масс проходит рассто-
яние вдоль оси Ox в два раза меньше, 
чем точка А, принадлежащая стопе. Да-
лее, происходит периодическое движе-
ние центра масс и стоп, обеспечиваю-
щее перемещение центра масс вдоль 
оси Ox. Таким образом, шаг осуществ-
ляется за три этапа.  

Преимуществом такой траектории 
является то, что движение звеньев эк-
зоскелета происходит последовательно 
в сагиттальной и фронтальной плоско-
стях независимо друг от друга, что поз-
воляет обеспечить движение пациента 
при сравнительно невысоких требова-
ниях к управляющему алгоритму. Зако-
ны изменения координат центра масс от 
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времени на каждом участке траектории 
представим в виде: 

,te)(z;td)(y;tc)(x i
3

0i
i

i
3

0i
i

i
3

0i
i 



 ttt ССС (2)
 

где iс , id , ie  – постоянные, определяемые 

из граничных условий.  
 

Будем считать, что время выполне-
ния одного шага равно Т. Представим 
траекторию в виде отрезков прямой. 
Шаг разобьем на четыре участка и по-
ложим, что сшивка участков происхо-
дит при условии равенства соответ-
ствующих координат и скоростей, что 
отражается в граничных условиях. Вре-
мя движения по участку составит Т/4. 

 

Рис. 2. Схема движения центра масс: yC0, xC0 – положение начала локальной системы 
координат; x, y – положение центра масс на стопе в начале одноопорной фазы. 
1,3,5,7 – фрагменты траектории ЦМ во фронтальной плоскости; 2,4,6,8 – фрагменты 
траектории ЦМ в сагиттальной плоскости 

Fig. 2. Scheme of mass center movement: yC0, xC –  the position of the origin of the local coordinate 
system; x, y  – the position of mass center on the foot at the beginning  
of single-support phase. 1,3,5,7 – fragments of MC trajectory in the frontal plane;  
2,4,6,8 – fragments of MC trajectory in sagittal plane 

 

Построение траектории движения ГСС 

Наиболее точно построение траек-
тории движения стопы человека можно 
осуществить с помощью обработки и 
анализа экспериментальных данных по-
ходки человека. Для этого, в работе 
применена программа анализа и моде-

лирования видеофрагментов, получен-
ных в ходе проведения физических экс-
периментов – «tracker». Эта программа 
предназначена для физического образо-
вания данных [10]. После обработки шага 
человека программой видеоанализа, по-
лученные  массивы данных переносятся в 
рабочее пространство MATLAB (рис. 3).  
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Рис. 3. Графики изменения экспериментально полученных законов движения ГСС и 

соответствующих скоростей: 1 – XA6; 2 – ẊA6; 3 – ZA6; 4 – ŻA6  
Fig. 3. Graphs of changes in experimentally obtained laws of AJ motion and corresponding speeds: 

1 – XA6; 2 – ẊA6; 3 – ZA6; 4 – ŻA6 

Полученные графики изменения про-
изводных траектории ГСС имеют ярко 
выраженный колебательный характер 
(см. рис. 3), поэтому требуется сглажи-
вание полученных в эксперименте зави-
симостей ),t(

6AX  t)(
6AZ . 

Сглаживание траектории 

Чтобы сгладить полученные в ходе 
эксперимента значения ),t(

6AX  t)Z A (
6

используется функция «smooth» про-
граммного пакета MATLAB, которая 
сглаживает данные с помощью фильтра 
скользящего среднего [11,12]. Результа-
том сглаживания данных является тра-
ектория движения стопы, представлен-
ная на рис. 4.  

Представленные на рис. 4 сглажен-
ные графики изменения кинематики дви- 
 

жения ГСС имеют более плавный ха-
рактер изменения, чем изначальные и 
существенно меньшие крайние значе-
ния, однако производные по-прежнему 
имеют колебательный характер измене-
ния. Поэтому для получения траектории 
оптимального вида применяется ап-
проксимация гладкой функцией. 

Аппроксимация законов движения ГСС 

Для нахождения закона изменения 
движения ГСС из данных, полученных 
в ходе эксперимента, можно применить 
аппроксимацию функцией «polyfit» про-
граммного пакета MATLAB, возвраща-
ющей коэффициенты полинома n-ой сте-
пени, которые подходят для описания 
аппроксимируемых данных [13, 14].  
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Рис. 4. Графики изменения "сглаженных" законов движения ГСС и соответствующих скоростей 

траектории движения ГСС: 1 – sXA6; 2 – sẊA6; 3 – sZA6; 4 – sŻA6. 

Fig. 4. Graphs of changes in "smoothed" laws of AJ motion and corresponding velocities of AJ 
trajectory: 1 – sXA6; 2 – sẊA6; 3 – sZA6; 4 – sŻA6 

Итоговые законы изменения коор-
динат стопы будут иметь вид [15]: 

,;
00

66 



zx n

j

j
jA

n

i

i
iA tbZtaX         (3) 

где nx и nz – порядок полинома; t – вре-
мя, коэффициенты ai и bj находятся с 
помощью вышеописанной функции 
«polyfit». 

Графики изменения аппроксимиро-
ванных законов движения ГСС, полу-
ченные на основании обработки экспе-
риментальной траектории, представле-
ны на рис. 5.  

После аппроксимации полиномом 
траектории движения стопы графики 
изменения которой, представлены на 
рис. 5 приобрели удовлетворительный 
для дальнейшего моделирования вид. 

Обратная кинематика экзоскелета (ОКЭ) 

Нахождение вектора обобщённых 
координат (4), при заданной траектории 

движения стопы, осуществляется с по-
мощью решения обратной задачи кине-
матики [16-20].  

. )q,...,q()( Т
8000tq                        (4) 

Рассмотрим задачу (ОКЭ) для од-
ноопорной фазы при опоре на правую 
стопу. Определим вектор – функцию – 

)(qF  (5), которая определяет значения, 
соответствующие проекциям центра 
масс, стопы и положения спины в зави-
симости от обобщенных координат q . 

.))](),([)(
6

T
AC qrqrqF                  (5) 

Введем вектор-функцию:  

 .)](),([)(
6

T
ACF trtrtФ                (6) 

Обозначим псевдообратную матри-
цу Якоби  

.)( 





q
FJ                                      (7) 
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Рис. 5. Графики изменения аппроксимированных законов движения ГСС и соответствующих 

скоростей траектории движения ГСС на основании обработки экспериментально 
полученной траектории: 1 – pXA6; 2 – pẊA6; 3 – pẌA6; 4 – pZA6; 5 – pŻA6; 6 – p Z A6 

Fig. 5. Graphs of changes in approximated laws of AJ motion and corresponding velocities of AJ 
trajectory motion based on the processing of experimentally obtained trajectory:  
1 – pXA6; 2 – pẊA6; 3 – pẌA6; 4 – pZA6; 5 – pŻA6; 6 – p Z A6 

Тогда, в дискретной форме выра-
жение перепишем в виде: 

),(1 tJqq FF
kk                      (8) 

где )(tF  – приращение функции )(tF  

на временном шаге t . 
Полученное соотношение позволя-

ет находить вектор обобщенных коор-
динат q  на к+1-м временном шаге по 
известному значению q  на k-м шаге. 

Результаты и их обсуждение 

На рис. 6 - 7 приведены диаграммы, 
отражающие изменения кинематиче-
ских характеристик вращательного дви-
жения звеньев экзоскелета.  

Выводы 

1. Разработан метод построения за-
конов движения нижних конечностей,  

основанный на экспериментально опре-
деленной траектории движения голено-
стопного сустава (ГСС) с последующим 
синхронным расчетом углов поворота 
звеньев нижних конечностей на основе 
численного решения задачи обратной 
кинематики, позволяющий обеспечить 
заданное врачем - реабилитологом дви-
жение нижних конечностей пациента.  

2. Предложен метод построения тра-
ектории движения ГСС с использованием 
процедуры сглаживания и аппроксима-
ции траектории по видеофрагменту экс-
перимента. 

3. Решена обратная задача кинема-
тики скорости и проведено математиче-
ское моделирование походки реабили-
тационного экзоскелета, в ходе которо-
го была получена информация о кине-
матике его звеньев, необходимая для 
создания паттернов движения аппарата. 
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Рис. 6. Графики изменения кинематических характеристик углов. 45566770 ,,, qqqq   

Fig. 6. Graphs of changes of kinematic characteristics of angles. 45566770 ,,, qqqq  

 
Рис. 7. Графики изменения кинематических характеристик углов. 60122334 ,,, qqqq  

Fig. 7. Graphs of changes of kinematic characteristics of angles s. 60122334 ,,, qqqq  
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