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Резюме 

Цель исследования. Анализ бифуркаций двухчастотных колебаний электропривода постоянного тока с 
широтно-импульсным управлением. 
Методы. Исследования основаны на построении стробоскопического отображения Пуанкаре, расчете 
седловых периодических орбит и их устойчивых и неустойчивых инвариантных многообразий.  
Результаты. Выполнено исследование механизмов возникновения двухчастотных колебаний из 
теряющего устойчивость периодического движения в электроприводе постоянного тока с широтно-
импульсным управлением. Изучена нелокальная седло-узловая бифуркация, приводящая к резонансу 
(синхронизации) на торе, характеризуемом парой независимых частот, когда их отношение становится 
рациональным числом. 
Заключение. Проведен бифуркационный анализ системы управления электроприводом постоянного тока, 
динамика которой описывается негладкими неавтономными дифференциальными уравнениями. Исследования 
проводились на итерируемом отображении, полученном из указанного векторного поля в аналитическом виде. 
Показано, что рассматриваемая система демонстрирует двухчастотные колебания, которые возникают 
через бифуркацию Неймарка-Саккера. В фазовом пространстве дискретной модели колебаниям с двумя 
независимыми частотами соответствует замкнутая инвариантная кривая. Показано, что если эти 
частоты соотносятся кратно, то происходит резонанс, когда динамика становится периодической. Но 
при этом замкнутая кривая остается инвариантной, а предельные точки орбиты образуют пару 
периодических циклов – устойчивый и седловой, отвечающих рациональному отношению частот. 
Замкнутая инвариантная кривая образована неустойчивыми многообразиями седлового цикла. Если же 
отношение частот иррациональное, то динамика квазипериодическая. Орбиты такого движения всюду 
плотно заполняют замкнутую кривую. 
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Abstract 

Purpose of research is of the paper is to analyze bifurcations of two-frequency oscillations of a DC electric drive with 
pulse-width control.  
Methods. The research is based on the construction of a stroboscopic Poincare map, the calculation of saddle peri-
odic orbits and their stable and unstable invariant manifolds.  
Results. The study of the mechanisms of the occurrence of two-frequency oscillations from a periodic motion that 
loses stability in a DC electric drive with pulse-width control was carried out. A non-local saddle-node bifurcation lead-
ing to resonance (synchronization) on a torus characterized by a pair of independent frequencies when their ratio 
becomes a rational number, was studied.  
Conclusion. A bifurcation analysis of the control system of a DC electric drive, the dynamics of which is described by 
non-smooth nonautonomous differential equations, was carried out. The research was conducted on an iterable map 
obtained from the specified vector field in an analytical form. It is shown that the system under consideration demon-
strates two-frequency oscillations that occur through the Neimark-Sacker bifurcation. In the phase space of the dis-
crete model, a closed invariant curve corresponds to oscillations with two independent frequencies. It is shown that if 
these frequencies are correlated multiply, then a resonance occurs when the dynamics becomes periodic. But at the 
same time, the closed curve remains invariant, and the limit points of the orbit form a pair of periodic cycles – stable 
and saddle, corresponding to a rational frequency ratio. A closed invariant curve is formed by unstable manifolds of a 
saddle cycle. If the frequency ratio is irrational, then the dynamics is quasi-periodic. The orbits of such motion fill the 
closed curve everywhere densely. 

 
Keywords: electric drive control system; Neimark-Sacker bifurcation; closed invariant curve; two-frequency oscilla-
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Введение 

Двухчастотные колебания – широко 
распространенное явление в природе и 
технике [1–9]. В классическом случае та-
кие режимы возникают через бифурка-
цию Андронова-Хопфа (в векторных по-
лях) или Неймарка-Саккера (в итерируе-
мых отображениях) [1–9]. В фазовом про-
странстве динамической системы двух-
частотным колебаниям соответствует дву-
мерный тор. Динамика на торе зависит 
от числа вращения, которое представ-
ляет отношение двух независимых ча-
стот. Если оно иррациональное число, 
то динамика квазипериодическая. В 
этом случае любая траектория динами-
ческой системы со временем всюду 
плотно заполняет поверхность тора, а в 
поперечном его сечении точки пересе-
чения орбиты образуют замкнутую ин-
вариантную кривую [1–15].  

Если же число вращения рацио-
нальное число, то динамика периодиче-
ская, происходит захват частоты, когда 
при вариации параметров колебания с 
двумя независимыми частотами пере-
ходят в периодическое движение с об-
щим периодом [1–15]. 

В представленной работе исследу-
ются механизмы рождения двухчастот-
ных колебаний и резонансных явлений 
в электроприводе постоянного тока с 
импульсным управлением. 

Материалы и методы 

На рис. 1 представлена схема заме-
щения электропривода постоянного тока 

с широтно-импульсным регулированием 
угловой частоты вращения ротора [16].  

 
Рис. 1. Схема замещения системы 

управления 

Fig. 1. Control system equivalent circuit 

Здесь VT  – импульсный ключ; 
VD  – диод, замыкающий ток якоря при 
выключении VT ; 0E  – напряжение пи-

тания; M – двигатель постоянного тока 
с независимым возбуждением, напри-
мер, с постоянными магнитами; VS  – 
датчик угловой частоты вращения ро-
тора  . Регулятор состоит из усилителя 
сигнала ошибки 2DA  и источника опор-

ного напряжения refV . Величина refV  

пропорциональна величине сигнала зада-
ния частоты вращения ротора. Компара-
тор 1D A , устройство выборки-хранения 

S H , генератор тактовых импульсов 

clockV  и формирователь пилообразного 

напряжения  rampV t  образуют модулятор, 
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реализующий широтно-им-пульсную мо-
дуляцию первого рода [17]. 

Математическая модель электро-
привода согласно рис.1 представляется 
системой дифференциальных уравне-
ний вида [16] 

 , ,d = G t
dt


   1 2, Tx x x ,  

 1 2, TG g g ,          (1) 

0
1 1 2 FKя

я я я

R C Eg x x +
L L L

   ,  

2 1
cC Mg = x

J J
  , 

где   F
1K 1
2 k ramp= sign ξ V t    ,  

   /k t=a t aξ = ξ t |   
,     ref 2ξ t = α V βx t  ;  

   0 / /ramp
VV t = t a t a
α

    . 

Здесь 1x  – ток якоря яi ; 2x  – угло-

вая частота вращения ротора  ; яL  и 

яR  – соответственно, суммарная индук-

тивность и сопротивление якорной цепи 
двигателя; C  – постоянная двигателя; 

J  – момент инерции, приведённый к 
валу; cM  – статический момент;   и 

FK  – соответственно, сигналы на входе 

и на выходе модулятора; t a    – функ-

ция, выделяющая целую часть аргумен-
та t a ; 2sV x   – выходной сигнал 

датчика VS , где   – чувствительность 

датчика; 0V  – опорный сигнал модуля-

тора;   – коэффициент усиления кор-
ректирующего звена 2DA ; a  – период 

следования импульсов тактового гене-
ратора. 

Параметры: 
0,53яR   Ом, 30,53 10яL    Гн;  
0,362C   В·с, 0,001884J  кг·м2; 
10cM  Н·м; 3refV  В; 0 10V  В;  

0,0318 В/с; 0 35,0E  В; 0 120  . 

Собственные значения 1λ  и 2λ мат-
рицы коэффициентов уравнений (1) 
действительны и отрицательны: 

2 2

1 22 4
я я

я я я

R R Cλ =
L L J L

  
 

;  

2 2

2 22 4
я я

я я я

R R Cλ =
L L J L

  
 

. 

От переменных 1x , 2x  перейдем к 
безразмерным переменным x , y  с по-
мощью замены [11 – 13, 16,17]: 

 
0 2 1

1
1 2 1 2

я я я я

я

E λ +R L λ +R Lx = x y
L λ λ λ λ

 
   

, 

 
0

2
2 1 1 2я

E C x yx =
J L λ λ λ λ

  
     

.         (2) 

Подставив (2) в (1) и разрешив (1) 
относительно производных, получим: 

 F 1K1x= λ x +Ω ;  

 F 2K2y = λ y +Ω ,         (3) 

F

1,    0,
K

0,    0,
k

k

=




 
 

 k kξ φ η t  , k k kφ νy x +q  ,  

   Pη t = t a t a
α

    ,  

 kx = x ka ,  ky = y ka , 0,1,2,...k  , 

где  0 2 1

2 0

V C
P

β E
  


 
 , 

0

refV
q P

V
 ,  

1 2ν λ λ ,  1
0 2

c

я я

M CΩ =
E J λ +R L


 

,  

 2
0 1

c

я я

M CΩ =
E J λ +R L


 

. 
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Динамическая система (3) была 
сведена к кусочно-гладкому отображе-
нию [17,18]: 

   : , ,F x y F x y ,         (4) 

 

 

 

 

, ,    ,

, , ,   0< ,

, ,   0.

L

M

R

PF x y y x q

PF x y F x y y x q

F x y y x q









   

   

   


(5) 

Здесь  

 
 
 

1

2

1 1

2 2

1 1
,

1 1

a

L a

e x
F x y

e y





    
       

;  

 
 
 

1

2

1 1

2 2

,
a

R a

e x
F x y

e y





  
     

; 

 
   

   

11

22

1
1 1

1
2 2

1
,

1

a za

M a za

e x e
F x y

e y e









    
 
     

, 

z
P

  , φ y x+q  . 

Результаты и их обсуждение 

На рис.2(а) представлены результа-
ты бифуркационного анализа, выпол-
ненного при вариации параметра   в 
диапазоне 34.84 < 36.5. 

При NS<   существует устойчивая 

гиперболическая неподвижная точка: 
комплексно-сопряженная пара мульти-
пликаторов находится внутри единич-
ного круга. Такая неподвижная точка 
называется устойчивым фокусом.  

В точке NS   мультипликаторы 

выходят на границу единичного круга. 
В этом случае говорят, что неподвиж-
ная точка становится негиперболиче-
ской. Негиперболическая неподвижная 

точка с комплексно-сопряженной парой 
мультипликаторов, лежащих на границе 
единичного круга, является асимптоти-
чески устойчивой [7].  

При дальнейшем увеличении коэф-
фициента усиления   абсолютное зна-
чение мультипликаторов становится 
больше единицы. В результате этого 
неподвижная точка становится не-
устойчивым фокусом [7, 8, 11-13, 17]. 
На бифуркационной диаграмме сплош-
ная линия отвечает устойчивому, а 
пунктирная – неустойчивому фокусу. 

Потеря устойчивости, когда NS  , 

приводит к мягкому рождению двухча-
стотных квазипериодических колеба-
ний. Таким колебаниям в фазовом про-
странстве отображения, как мы отмеча-
ли ранее, отвечает замкнутая инвари-
антная кривая (рис. 2(б)).  

При дальнейшем изменении пара-
метра происходит резонанс через седло-
узловую бифуркацию [6–9]. На рис. 2(в) 
изображена резонансная замкнутая кри-
вая c числом вращения 2:23. Для луч-
шей иллюстрации явления фазовый 
портрет приведен в переменных 1x  и 

2x  согласно (2). На замкнутой кривой 

лежит пара периодических орбит: 
устойчивая и седловая. Инвариантная 
кривая является замыканием неустой-

чивых многообразий uW   седловой пе-

риодической орбиты на точки устойчи-
вого цикла [6-9, 12, 13, 15, 16, 18, 19].  

Расчет устойчивых многообразий 
седлового цикла выполнен с помощью 
алгоритма, представленного в [20,21]. 
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       a) 

 
    б)       в) 

Рис. 2. (а) Бифуркационная диаграмма для 34,84 <  < 36,5. Здесь NS – точка бифуркации 
Неймарка-Саккера. (б) Фазовый портрет, изображающий замкнутую инвариантную 
кривую с иррациональным числом вращения при  = 35,5. (в) Фазовый портрет для 
резонансной замкнутой кривой с числом вращения 2:23 при  = 36,39  

Fig. 2. (а) Bifurcation diagram for 34,84 <  < 36,5. Here NS – is the Neimark-Sacker bifurcation point. 
(б) Phase portrait shows a closed invariant curve with an irrational rotation number at  = 35,5. 
(в) Phase portrait for a resonance closed curve with a rotation number 2:23 at  = 36,39 

Выводы 

В представленной работе выполнен 
анализ механизмов возникновения двух-
частотных квазипериодических колеба-
ний через бифуркацию Неймарка-Сак-

кера в электроприводе постоянного тока с 
импульсным управлением. Изучена нело-
кальная седло-узловая бифуркация, при-
водящая к резонансу на замкнутой кри-
вой, характеризуемой двумя независимы-
ми частотами, когда их отношение стано-
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вится рациональным числом. При этом 
замкнутая кривая остается инвариантной, 

но предельные точки орбиты образуют 
пару циклов – устойчивый и седловой. 
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