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Резюме 

Цель исследования – построение методологии и алгоритма для конечноэлементного моделирования в 
единой вычислительной схеме деформирования плоских стальных ферм, предварительно напряженных с 
помощью высокопрочных канатов, в соответствии с хронологией воздействий на объект в виде 
преднапряжений, нормативных нагрузок и аварийного разрушения одного из несущих элементов. 
Методы. Решение задачи осуществляется в геометрически нелинейной постановке с помощью 
численного интегрирования на основе подхода метода Ньюмарка с построением уравнений равновесия 
конечноэлементной модели конструкции в деформированном состоянии на каждом шаге интегрирования. 
Учитывается конструктивная нелинейность, связанная со структурными перестройками и рассмотре-
нием работы канатов только на растяжение. Прослеживается приложение сил тяжести несущей 
системы, последовательное введение затяжек и их преднапряжение, приложение полезной нагрузки и 
аварийное воздействие в форме мгновенного локального разрушения. При этом до возникновения 
разрушения моделируется условие статического нагружения с использованием метода динамической 
релаксации. Сформулирована методология учета в рамках численного интегрирования аварийного 
воздействия путем приложения фиктивных сил, значения которых вычисляются в исключаемом 
конструктивном элементе на момент времени перед его разрушением. 
Результаты. Работоспособность представленной вычислительной процедуры иллюстрируется на 
примере расчета плоской стальной фермы пролетом 54 м, включающей два каната. Рассмотрено 
поведение объекта с учетом обрыва одного из канатов, подвергавшегося предварительному напряжению. 
Установлено, что исследуемая аварийная ситуация не приводит к разрушению второго каната и 
возникновению пластических деформаций в стержнях фермы. 
Заключение. Выполненные разработки могут быть использованы для обеспечения живучести 
предварительно напрягаемых стальных ферм при запроектных воздействиях, приводящих к разрушениям 
отдельных конструктивных элементов. 
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Abstract 

Purpose of research is to make methodology and algorithm for finite element modeling in a single computational 
scheme of deformation of flat steel trusses, previously stressed using high-strength ropes, in accordance with the 
chronology of impacts on the object in the form of prestresses, normative loads and emergency destruction of one of 
the bearing elements. 
Methods. The solution of the problem is carried out in geometrically nonlinear staging using numerical integration 
based on Newmark approach with the construction of equilibrium equations of the finite element model of the 
structure in a deformed state at each integration step. Structural nonlinearity related to structural restructuring and 
consideration of ropes operation for tension only is described. The application of gravity forces of the carrier system, 
sequential introduction of tightening and their prestress, the application of payload and emergency impact in the form 
of instantaneous local destruction are traced. Before failure occurs, static loading condition is simulated using 
dynamic relaxation method. Methodology of accounting within numerical integration of emergency impact is 
formulated by application of dummy forces, values of which are calculated in excluded structural element before its 
destruction. 
Results. Performance of presented computational procedure is illustrated by the example of a flat steel truss 
calculation with a span (54 m), including two ropes. Object behavior is considered considering the break of one of the 
ropes subjected to preliminary stress. It was revealed that the investigated emergency does not lead to the 
destruction of the second rope and the occurrence of plastic deformations in the truss rods. 
Conclusion: Completed developments can be used to ensure the survivability of pre-stressed steel trusses under 
beyond design basis effects, leading to the destruction of individual structural elements. 
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*** 

Введение 

Согласно СП 385.1325800.2018 «За-
щита зданий и сооружений от прогрес-
сирующего обрушения», строительные 
конструкции повышенного уровня от-
ветственности должны быть рассчитаны 
с учетом условий возможных локаль-
ных разрушений вследствие аварийных 
воздействий. В современной научной 
литературе уделяется большое внима-
ние разработке методического обеспе-
чения для выполнения расчетов такого 
типа [1, 2]. В работах [3-12] рассматри-
ваются алгоритмы оценки динамиче-
ских догружений стальных и железобе-
тонных конструкций при возможных 
локальных повреждениях на основе 
квазистатических подходов. В ряде 
публикаций [13-19] выполняются ис-
следования деформаций строительных 
объектов при аварийных ситуациях в 
динамической постановке. В статье [20] 
предложена процедура анализа устой-
чивости железобетонных каркасных 
конструкций к прогрессирующему раз-
рушению на основе сочетания динами-
ческого и нелинейного статического 
анализа. В работе [21] сопоставлены 
подходы к оценке деформаций сталь-
ных рамных конструкций при разруше-
нии некоторых несущих элементов на 
основе линейно упругого и нелинейно 
упругого расчета в статической поста-
новке, а также проведения нелинейного 
динамического анализа. Отмечается 
важность выполнения расчета кон-
струкций для условий возникновения  

 

аварийных ситуаций с учетом протека-
ния процессов во времени. 

Аварийные воздействия на предва-
рительно напряженные конструкции 
рассмотрены в работах [22-24]. В статье 
[22] в качестве объекта исследования 
представлен многоэтажный железобе-
тонный рамно-связевой каркас с пред-
варительно напряженными ригелями, 
который подвергается аварийному воз-
действию, приводящему к разрушению 
колонны крайнего ряда на первом этаже 
здания. Оценка результатов запроектного 
воздействия выполнялась на основе не-
линейного анализа процессов деформи-
рования и разрушения подконструкции в 
виде двухэтажной двухпролетной рамы, 
выделенной из каркаса здания методом 
декомпозиции. В работе [23] представле-
но численное исследование прогресси-
рующего обрушения при столкновении с 
судном многопролетного моста с над-
стройками из предварительно напря-
женного бетона. Изучен механизм раз-
рушения моста в динамической поста-
новке с помощью конечноэлементной 
модели. В исследовании [24] выполнял-
ся расчет стальной конструкции ванто-
вого моста с предварительно напряжен-
ными канатами при аварийном разрыве 
одного из канатов. Несущая система 
конструкции рассматривалась как си-
стема, образуемая двумя ригелями, ко-
лонной и канатами. Представлена мето-
дология такого анализа в квазистатиче-
ской и динамической постановках. В то 
же время вопросы расчета предваритель-
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но напряженных стальных конструкций 
при локальных разрушениях еще требу-
ют разработки подходов, учитывающих 
историю нагружения деформируемой 
системы. Целью настоящей работы яв-
ляется построение методологии и алго-
ритма для конечноэлементного модели-
рования в единой вычислительной схе-
ме деформирования плоских стальных 
ферм, предварительно напряженных с 
помощью высокопрочных канатов, в 
соответствии с хронологией воздей-
ствий на объект в виде преднапряже-
ний, нормативных нагрузок и аварийно-
го разрушения одного из несущих эле-
ментов. 

Материалы и методы 

При исследовании нагруженности 
стальных ферм принимаем во внимание 
геометрическую нелинейность задачи с 
точки зрения возможности учета боль-
ших перемещений и конструктивную 
нелинейность, обусловленную работой 
канатов только на растяжение, а также 
последовательным включением канатов 
в деформируемую систему и выключе-
нием из объекта несущего элемента при 
аварийной ситуации. Расчеты показы-
вают, что при анализе переходных ди-
намических процессов, связанных с 
внезапными структурными перестрой-
ками, использование в качестве началь-
ных условий перемещений, получаемых 
при решении задачи в статической по-
становке от преднапряжений и норма-
тивных нагрузок, может приводить к 
нарушению устойчивости численного 

интегрирования дифференциальных урав-
нений. Поэтому все этапы нагружения 
объекта рассматриваем как нестацио-
нарные. При этом до локального раз-
рушения используем метод динамиче-
ской релаксации, воспроизводя условия 
статического нагружения с помощью 
быстро затухающих фиктивных дина-
мических процессов. 

Пусть исходная конструкция на-
гружена системой сил, которые в рам-
ках метода конечных элементов приво-
дятся к вектору обобщенных узловых 
сил   tQ , в общем случае зависящих 
от времени t. Считаем, что изменение 
этих сил вследствие перемещений си-
стемы является несущественным. Рас-
смотрим случай мгновенного разруше-
ния одного из конструктивных элемен-
тов фермы. В соответствии с принци-
пом Даламбера запишем систему урав-
нений динамического равновесия ко-
нечноэлементной модели объекта в де-
формированном состоянии в виде 

       * , ,R t R t      

     , , t      

        , ,L t Q t    ,        (1) 

где    * ,R t  – вектор приведенных к 

узлам реакций от конечных элементов 
без учета жесткости устраняемого в 
момент времени ot t  несущего эле-

мента;    – вектор узловых перемеще-

ний; ( )   – функция Хэвисайда от ар-

гумента o-t t   ( ( ) 0   , если 0  ; 
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( ) 1   , если 0  );    ,R t   – век-

тор узловых реакций от конечных эле-
ментов удаляемой части конструкции; 

     , , t   ,      , ,L t   – векто-

ры приведенных к узлам сил инерции и 
сил вязкого сопротивления, для кото-
рых учитывается фактор перестройки 
расчетной схемы при отражении запро-
ектного воздействия. 

Решаем задачу Коши для системы 
уравнений (1) при нулевых начальных 
условиях на основе численного инте-
грирования. Используем подход метода 
Ньюмарка, предусматривающий учет 
постоянных значений ускорений на 
каждом шаге вычислительного процес-
са [25], и методику исследования гео-
метрически нелинейных задач, изло-
женную в работе [14]. 

На основании матриц  eK   может 

быть сформирована касательная матри-
ца  K  для конечноэлементной модели 

объекта в целом. Согласно процедуре 
метода конечных элементов [26] при-
нимаем 

        , , t M       ; 

        , ,L t C      ,        (2) 

где  M ,  C  – матрица масс и матрица 

демпфирования системы конечных эле-
ментов для деформированного состояния. 

Полагаем, что на каждом шаге по 
времени t  численного интегрирования 
решается линейная задача. Для началь-
ного времени -1nt  некоторого шага n  

 

рассматриваем матрицу масс  -1( )nM t , 

матрицу демпфирования  -1( )nÑ t  и ка-

сательную матрицу жесткости  -1( )nK t . 

Векторы    * ,R t ,    ,R t   для 

момента времени nt  окончания этого 

шага, приближенно определяем с по-
мощью зависимостей 

     *
-1

1
, ( )

n

n k k
k

R t K t




     ;    (3) 

     -1
1

, ( )
n

n k k
k

R t K t 




     , (4) 

где -1 ( )kK t
    – касательная матрица 

на шаге -1kt  без учета жесткости разру-

шаемого конструктивного элемента; 

-1 ( )kK t
    – составляющая касатель-

ной матрицы на шаге 1-kt , связанная с 

жесткостью данного элемента;  k  – 

вектор приращений перемещений на k-
м шаге: 

     1( )  - ( )k k k-= t t   .        (5) 

Учитывая зависимости (2)-(5), за-
пишем уравнение (1) для момента вре-
мени nt  следующим образом: 

     -1 -1( ) ( ) ( ) ( )n n n nM t t С t t      

 -1
1

( )
n

k k
k

K t




      

   -1
1

( ) ( )
n

n k k k
k

K t Q t




      .(6) 

Для расчета при n ot t  преобразуем 

равенство (6) к виду 

     -1 -1( ) ( ) ( ) ( )n n n nM t t С t t      

      ( )n kR t Q t R    ,         (7) 
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где 

          * , ,n n mR t R t R t    ,     (8) 

m – номер шага по времени, окончание 
которого соответствует моменту ава-
рийной ситуации;  R  – вектор, вклю-

чающий силы в устраняемом несущем 
элементе перед его локальным разру-
шением и определяемый зависимостью 

   
1

m

k
k

R K




    .         (9) 

Учитываем демпфирование с по-
мощью формулы Релея [26]: 

     -1 -1 -1( ) ( ) ( )n n nÑ t M t K t    ,(10) 

где ,      – задаваемые коэффициенты 
соответственно инерционного и кон-
струкционного демпфирования. 

Принимаем во внимание только 
энергетические потери, обусловленные 
действием сил сухого трения. При этом 

0 , а коэффициент конструкционно-
го демпфирования при анализе послед-
ствий аварийного воздействия можно 
приближенно вычислять с помощью 
выражения [27] 

1f


 


,                    (11) 

где   – коэффициент затухания; 1f  – 
первая частота собственных колебаний. 

В соответствии с подходом метода 
Ньюмарка имеем [25] 

        1 -1 -1( ) ( ) - ( ) - ( )n n n nt b t t t      ;(12) 

      0 1( ) ( ) - ( )  - n n n-t b t t     

   2 1 1 - ( )  - ( )n- n-b t t   ,       (13) 

 

где параметры интегрирования  
2

0 1 24/ ;  2/ ;   4/b = t b t b t     . 

В результате для процесса, проте-
кающего после локального разрушения, 
получим следующую систему линейных 
алгебраических уравнений, решаемую 
на каждом шаге интегрирования: 

      
1

-1
1

- ( )
n

n n n k k
k

Q t K t







      
 

      -1 -1 1( ) ( ) ( )n n n n-t M t t R       ,  (14) 

где 

     0 -1 1 -1 1( ) ( )n n n nb M t b Ñ t K t
        ; 

   2 -1 -1( ) ( )n n nb M t Ñ t   . 

При построении касательной мат-
рицы  eK   конечного элемента e с уче-

том геометрической нелинейности ис-
пользуем следующее выражение для 
вектора его узловых реакций [26] в от-
клоненном состоянии: 

     
e

T

e e e
V

R B S dV  ,                  (15) 

где матрица  eB  связывает виртуаль-

ные приращения вектора обобщенных 
деформаций  e  и вектора виртуаль-

ных приращений обобщенных узловых 
перемещений  e  конечного элемента: 

     e e ed B d    ,                  (16) 

 eS  – вектор обобщенных напря-

жений; eV  – объем конечного элемента; 

d  –обозначение дифференциала харак-
теристик напряженно-деформирован-
ного состояния объекта. 
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Связь виртуальных приращений уз-
ловых реакций и узловых перемещений 
будет определяться зависимостью 

      e e ed R K d   .                  (17) 

Из соотношения (15) следует, что 

     
e

T

e e e
V

d R d B S dV    

   
e

T
e e

V

B d S dV  .                  (18) 

Первый интеграл в выражении (18) 
обычно представляется в виде [26] 

        
e

T

e e e e
V

d B S dV K d    ,     (19) 

где  eK   – матрица начальных напря-

жений. 
Для второго интеграла принимаем, 

что матрица  eB  определяет бесконечно 

малые деформации в отклоненном со-
стоянии. Тогда запишем 

        
e

T
e e eo e

V

B d S dV K d Z   ,     (20) 

где  eoK  – построенная для этого со-

стояния матрица жесткости бесконечно 
малых деформаций конечного элемента. 

Учитывая соотношения (15)-(20), 
будем иметь 

     e eo eK K K   .                  (21) 

Матрицы  eoK ,    eK   могут опре-

деляться с помощью известных проце-
дур конечноэлементного анализа [26]. 
При этом следует использовать матри-
цы  eB  с учетом корректировки коор-

динат узлов конечных элементов. 

Рассмотрим условие аварийной си-
туации при внезапном разрыве предва-
рительно напряженного каната. Счита-
ем, что его преднапряжение осуществ-
ляется на конструкцию, когда ферма 
установлена на сооружении. Преду-
сматриваем в общем случае использо-
вание oi  затяжек с помощью домкратов. 

Для случая разрушения затяжки 
 1,...,i oT i i  систему воздействий на фер-

му представляем следующим образом: 
1. Приложение к стержневой си-

стеме сил тяжести конструктивных 
элементов фермы. 

2. Включение в объект затяжки 1T  и 
приложение сил 1P  к затяжке и ферме, 
соответствующих воздействию домкра-
та (рис. 1,а). 

3. Введение условного элемента 1Н  

большой жесткости, имитирующего ан-
кер (рис. 1,б). 

4. Удаление сил 1P , соответствую-

щее устранению домкрата. 
5. Выполнение при 1oi   действий 

2-4 для каждой из остальных затяжек с 
использованием сил iP  и элементов 

 2,...,i oН i i . 

6. Приложение полезной нагрузки. 
7. Исключение элемента iН  и при-

ложение в соответствии с равенством 
(8) сил iF  (рис. 1в), каждая из которых 

равна по модулю и противоположна по 
направлению силе, с которой эта затяж-
ка действовала на стержневую систему 
до момента разрыва. 
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а) 

 

 
б) 

 

 
в) 

Рис. 1. Схемы учета введения и разрыва канатов: а – приложение сил 1P ;  

б – постановка элемента 1Н ; в – приложение сил iF  

Fig. 1. Rope Insertion and Rupture Accounting Diagrams: а – application of forces 1P ;  

б – setting an element 1Н ; в – application of forces iF  

Результаты и их обсуждение 

Рассматривалась двухопорная плос-
кая ферма стального каркаса одноэтажно-
го здания с двумя высокопрочными кана-
тами T1, T2 (рис. 2). Полагалось, что ферма 
раскреплена из своей плоскости по узлам 
соединения стержней. Материал стержней 
– сталь C245 (СП 16.13330.2017. «Сталь-
ные конструкции. Актуализированная ре-
дакция СНиП II-23-81*»). Стержни изго-
товлены из квадратных труб по ГОСТ 
32931-2015 «Трубы стальные профиль-
ные для металлоконструкций. Техниче-
ские условия» со следующими разме-

рами поперечных сечений (А×s, мм): 
стержни 1, 2 – 250×9; 3, 12 – 300×10; 4 – 
11 – 300×10; 13–22 – 350×12; 23–31 – 
200×10; 32–41 – 250×12, где A – наруж-
ный размер профиля (сторона квадра-
та); s – толщина стенки. Затяжки вы-
полнены по ГОСТ 14954-80 «Канат 
двойной свивки типа ЛК-Р конструкции 
6 19 (1+6+6/6)+7 7(1+6). Сортамент» 
диаметром 25 мм, маркировочная груп-
па – 1670 Н/мм2. Разрывное силы для 
этих канатов должно быть не менее 395 
кН. Модуль упругости для материала 
канатов ЕK=1,47·105 МПа (СП 
16.13330.2017). 
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Рис. 2. Плоская ферма: 1-41 – стержни; T1, T2 – канаты 

Fig. 2. Flat truss: 1-41 – bars; T1, T2 – cables 

Полезная нагрузка от покрытия и 
снега представлена системой сил 
Q1=120 кН, Q2=2Q1 Учтены соответ-
ствующие этим силам сосредоточенные 
массы m1, m2. Принимались также во 
внимание силы тяжести и массы для 
стержней и канатов, распределенные по 
конструктивным элементам. Предусмат-
ривалось, что на стержневую конструк-
цию, установленную на строительном 
объекте, последовательно вводятся с 
преднапряжением канаты T1 и T2 с до-
стижением в них соответственно сил 
300 и 250 кН. 

Вводилось 235 конечных элементов 
для стержней и по одному конечному 
элементу для канатов. Согласно работе 
[27], для рассматриваемой стальной 
конструкции принималось =0,02. Для 
условия динамики фермы без затяжки 
T1 учитывалась полученная расчетным 
путем величина f1=2,2 с-1. До этапа воз-
действия 7 временные интервалы рас-
сматривались как условные. Их величи-
ны и коэффициент конструкционного 
демпфирования для динамической ре- 
 

лаксации задавались в соответствии с 
выполненными в данной работе чис-
ленными экспериментами по оценке 
условий достижения состояний, близ-
ких к стационарным. Установлено, что 
для имитации статического нагружения 
целесообразно увеличить значение  , 
вычисленное с помощью формулы (11), 
в 50 раз. При этом для практического 
устранения динамических эффектов по-
сле приложения сил тяжести от элемен-
тов несущей конструкции достаточно ис-
пользовать временной интервал, равный 
10-ти периодам первой формы собствен-
ных колебаний. После каждого пред-
напряжения каната или приложения по-
лезной нагрузки целесообразно прово-
дить расчет до следующего воздействия в 
течение интервала времени, равного 20-
30 таким периодам. Расчеты показали 
обеспечение при выполнении этих усло-
вий устойчивости процесса численного 
интегрирования в методе Ньюмарка для 
задач рассматриваемого типа. 

На рис. 3 приведен полученный 
график изменения вертикального пере-
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мещения WL узла L в зависимости от 
времени при шаге интегрирования 
Δt=0,01 с, рис. 4, 5 – соответствующие 
графики для сил в затяжках. Отметим, 
что уменьшение шага интегрирования в 
10 раз не приводило к сколько-нибудь 
существенной корректировке результа-
тов расчетов. В динамическом процессе 
силы в канате T2 не превысили разрыв-
ного усилия, а напряжения в стержнях – 
предела текучести материала, что ука-
зывает на обеспечение ремонтопригод-
ности конструкции по результатам ава-
рийного воздействия. 

Как видно из рис. 3-5, вычисли-
тельный процесс позволил оценить 
влияние на деформирование конструк-
ции всех рассматриваемых силовых 
воздействий. На графиках, приведен-
ных на этих рисунках, указаны участки 
достижения установившихся результа-
тов для следующих процессов: 1 – дей-
ствие сил тяжести фермы; 2 – пред-
напряжение затяжки T1; 3 – преднапря-

жение затяжки T2; 4 – приложение по-
лезной нагрузки. Позиция 1 для затяжки 
T1 и позиции 1, 2 для затяжки T2 отра-
жают отсутствие этих элементов в не-
сущей системе. Позициями 5 обозначе-
ны затухающие колебательные движе-
ния, вызванные обрывом каната T1. 

Выводы 

Предложенная вычислительная 
схема позволяет рассчитать деформа-
ции плоских стальных ферм, предвари-
тельно напрягаемых с помощью высо-
копрочных затяжек, с учетом возмож-
ности возникновения аварийной ситуа-
ции в виде локального разрушения. Ме-
тодология исследований предполагает 
математическое моделирование с по-
мощью метода конечных элементов 
преднапряжений, приложений норма-
тивных нагрузок и динамического по-
ведения несущей системы при запро-
ектном воздействии. 

 
Рис. 3. Вертикальное перемещение узла L в зависимости от времени 

Fig. 3. Vertical movement of node L depending on the time 
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Рис. 4. Изменение силы S1 в затяжке T1 в зависимости от времени 

Fig. 4. Changing of force S1 in cable T1 depending on the time 

 
Рис. 5. Изменение силы S2 в затяжке T2 в зависимости от времени 

Fig. 5. Changing of force S2 in cable T2 depending on the time 

 

На основе метода Ньюмарка по-
строена процедура численного интегри-
рования уравнений динамического рав-
новесия конструктивной системы с рас-
смотрением ее положений в отклонен-
ных состояниях. При этом принимается 
во внимание геометрически и конструк-

тивно нелинейное поведение объекта. 
Работоспособность сформулированного 
алгоритма подтверждена на основе чис-
ленного эксперимента для аварийной 
ситуации в двухопорной ферме, снаб-
женной двумя затяжками. 
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