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ФИЗИКО-МЕХАНИЧЕСКИЙ ПОДХОД К АНАЛИЗУ ПРОЦЕССОВ ВЫТЯЖКИ С УТОНЕНИЕМ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ИЗДЕЛИЙ С ПРОГНОЗИРОВАНИЕМ ДЕФОРМАЦИОННОЙ 

ПОВРЕЖДАЕМОСТИ МАТЕРИАЛА 

Представленная система дифференциальных уравнений для анализа осесимметричного пластиче-

ского течения процессов вытяжки с утонением из дилатирующего материала и использование точных 

методов решения позволяют проводить оценку силовых режимов с полным анализом напряженно-

деформированного состояния.  

На основе полученных полей распределения деформаций и напряжений с использованием пакета 

программ и положений механики рассеянной повреждаемости можно провести компьютерное 

моделирование процесса вытяжки с утонением и довольно точно рассчитать деформационную 

повреждаемость  , существенно влияющую на эксплуатационные свойства готовых изделий и 

формирование эксплуатационных свойств в готовой детали. 

Полученные результаты по изучению динамики повреждаемости позволяют сделать следующие 

выводы. При увеличении степени деформации от 0,27 до 0,57 накопленная повреждаемость 

увеличивается на величину 0,29, а также при увеличении угла конусности матрицы от 6
0 

до 15
0
 

повреждаемость увеличивается на величину 0,05. При увеличении коэффициента трения заготовки-

матрицы от 0,03 до 0,15 повреждаемость увеличивается на 0,08, а при увеличении коэффициента трения 

заготовки-пуансона от 0,03 до 0,15 повреждаемость уменьшается на величину 0,03.Выявлено, что 

повреждаемость материала неравномерно распределяется по толщине стенок детали. Наибольшая 

величина повреждаемости в слоях на контакте с инструментом. Увеличение повреждаемости в зоне 

контакта материала с пуансоном и матрицей связано с большими накопленными деформациями в этих 

зонах. Повреждаемость при степенях деформации на операциях вытяжке с утонением  
3

 =0,415, не 

превышающих допустимую,   составляет примерно   = 0,2..0,27. Наибольшая величина повреждаемости 

материала при изготовлении изделий из углеродистых сталей 
max 0,55   меньше величины допустимой 

повреждаемости [] = 0,65…0,7, при достижении которой возможно образование полостных дефектов. В 

целом умеренная повреждаемость материала готовых изделий объясняется рациональным выбором 

режимов обработки. Прогнозирование накопления поврежденности необходимо также для обеспечения 

требуемых механических свойств материала готового изделия. 

Ключевые слова: дилатирующий материал, вытяжка, осесимметричный пластический процесс, 

система дифференциальных уравнений. 

*** 

Повышение эффективности суще-

ствующих и разработка новых техноло-

гических процессов, обеспечивающих 

повышение качества выпускаемых изде-

лий при снижении себестоимости и тру-

доемкости  их производства, экономии 

материальных и энергетических ресур-

сов,  является одной из основных тенден-

ций современного машиностроения. Осо-

бое место в технологии изготовления 

многих изделий занимает обработка ме-

таллов давлением (ОМД), так как процес-
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сы пластического формообразования из-

делий являются очень эффективным тех-

нологическим методом производства за-

готовок и деталей. Традиционный макро-

механический подход к проектированию 

и разработке процессов (ОМД) изделий с 

высокими эксплуатационными характе-

ристиками далеко не всегда соответству-

ет предъявляемым требованиям [1, 2].  

Успешное решение этой проблемы тре-

бует использования связанного физико-

механического подхода с прогнозировани-

ем макро- и мезоструктурных параметров 

обрабатываемых давлением материалов на 

основе современных положений теории 

пластичности и механики деформационной 

повреждаемости материалов [3]. 

Основные соотношения и реологиче-

ские модели деформируемых тел в тео-

рии пластичности включают механиче-

ские характеристики материалов, кото-

рые определяются на основе системы 

макро-опытов над макро-образцами. За-

кономерности изменения структуры ме-

таллов (микродефектов, величины зерна 

поликристаллических агрегатов, внут-

ренней энергии упрочнения и т.д.) в мак-

ро-опытах не изучаются. Исследованию 

процессов пластического деформирова-

ния с использованием концепции повре-

ждаемости посвящены работы россий-

ских ученых: Л.М. Качанова, Ю.Н. Ра-

ботнова, В.В. Новожилова, С.И. Губкина, 

В.Л. Колмогорова, Г.Д. Деля, А.А. Бога-

това, В.А. Огородникова и др. 

 

Основные уравнения и граничные 

условия осесимметричной  

пластической деформации     

Анализ и моделирование процессов 

пластического формоизменения изделий 

с прогнозируемой деформационной по-

вреждаемостью требует определения по-

лей напряжений и деформаций, с учетом 

реологического поведения обрабатывае-

мых материалов, с последующим прогно-

зированием их деформационной повре-

ждаемости. Решение этих вопросов осно-

вывается на использовании связанной си-

стемы уравнений для механических и фи-

зико-структурных параметров пластиче-

ски деформируемых материалов. Следуя 

выводам из проведенного обзора опубли-

кованных работ, за основной физико-

структурный параметр принимается па-

раметр повреждаемости материала де-

фектами деформационного происхожде-

ния ( ) .  

В дальнейшем рассматриваются про-

цессы осесимметричного пластического 

формоизменения. Для их анализа и моде-

лирования используется система основ-

ных уравнений применительно к осесим-

метричной пластической деформации. 

Деформируемое тело принимаем изо-

тропным, жесткопластическим. Переме-

щение инструмента при вытяжке  проис-

ходит параллельно оси z. Силы инерции и 

массовые силы считаем пренебрежимо 

малыми по сравнению с силами, вызыва-

ющими пластическое течение металла. 

Пластическое течение рассматриваемого 

тела независимо от условия пластичности 

должно удовлетворять дифференциаль-

ным уравнениям равновесия сплошной 

среды в напряжениях: 

– равновесия сплошной среды в 

напряжениях: 

rr rz

rz rz z

0;
r z r

0;
r r z

   
   

  

   
   

  

 (1) 

уравнению неразрывности 

w
w 0

r r z r z

     
       

    
, (2) 
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где   – плотность среды, 
0(exp )    ; 

0  – начальная плотность;   – объемная 

деформация (дилатансия ), dt   ;   –  

скорость  дилатансии; t  – время. 

Напряженное состояние в любой 

точке сплошной среды определяется 

симметричным тензором напряжений: 

r rz

rz z

0

T 0 0

0



  
 

   
   

. 

Соответственно девиатор напряжений: 

r rz

rz z

0

D 0 0

0

 

   
 

   
    

, 

где    – среднее  напряжение, определя-

емое как: 

r z

3

  
  .          (3) 

Интенсивность касательных напря-

жений определяется выражением 

     
2 2 2 2

r z z r rz

1
T 6

6
            .  (4) 

Деформация каждой точки сплошной 

среды характеризуется тензором дефор-

маций: 

1
r rz2

1
rz z2

0

T 0 0

0

 

  
 

  
   

. 

Его компоненты определяются вы-

ражениями: 

r r z
r z

r z
rz

S S S
, , ,

r r z

S S

z r



  
       


    

  

.     (5) 

Дилатансия определяется линейным 

инвариантом тензора деформации - дила-

тансия (относительное изменение объема) 

 1 r zI T 
      .

          
(6) 

Скорость деформации в любой точке 

сплошной среды определяется тензором 

скоростей деформаций: 

1
r rz2

1
rz z2

0

T 0 0

0

 

  
 

  
   

. 

Его компоненты определяются сле-

дующим образом: 

r z

rz

w
, , ,

r r z

w

z r



   
       


    

  

.    (7) 

Скорость дилатансии (скорость от-

носительного изменения объема) 

 1 r zI T       .          (8) 

Интенсивности скорости деформа-

ции сдвига:  

     
2 2 2 23

r z z r rz2

2
Н

3
            .(9) 

Интенсивность скорости деформации 

определяется  

ie H 3 .                    (10) 

Соотношение между напряжениями 

и скоростями деформации для осесим-

метричных процессов строятся на основе 

гипотезы о подобии и коаксиальности де-

виаторов напряжений и тензора скоро-

стей деформации. 

 ijT D       ,                   (11) 

где   – коэффициент, пропорциональный 

мощности пластической деформации, 

равный отношению интенсивности ско-

рости деформации сдвига Н  к удвоенной 

интенсивности касательных напряжений 

2Т , т.е. H 2T  . 

Для осесимметричного напряженно-

го состояния дилатирующей сплошной  

изотропной среды используем условие 

текучести Грина в виде эллипса, тогда 

r 2  (рис.1.).  

 
2 2

2 2

c T
f 1

a b


   ,                   (12) 
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2
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к
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R R R
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2 3R R R

2cR R
a c ;

3 R R

aR
b ,

a c






 





                   (13) 

где p c кR , R , R  – напряжения текучести в 

экспериментах по одноосному растяже-

нию, одноосному сжатию и кручению 

цилиндрических образцов. 

В теории пластичного формоизмене-

ния имеются соотношения ассоцииро-

ванного закона течения: 

 
r

2 2

2 c

r 3a b

  
   

  
,       (14) 

 2 c

2 2r 3a b


    

   
 

,       (15) 

 
z

2 2

2 cw

z 3a b

  
   

  
,            (16) 

rz

2

w
4

z r b

 
  

 
.                   (17) 

 

Рис. 1. Условие пластичности Грина 

Приведенные основные соотношения 

(1) – (17) используются при последую-

щем анализе и моделировании и содер-

жат восемь уравнений относительно 

восьми неизвестных функций: четыре 

компонента напряжений 
r z rz, , ,    , два 

компонента вектора скорости , w ,  

плотность   и скалярную функцию  . 

Система уравнений приводится к системе 

уравнений в напряжениях. С этой целью 

система уравнений дополняется соответ-

ствующими граничными условиями в 

напряжениях и скоростях. 

В механике деформируемого твердо-

го тела получило распространение пред-

ставление о поврежденности как вели-

чине , описывающей накопление де-

фектов в процессе деформации 

Нормированная величина повре-

жденности [0;1] , где границы интер-

вала соответствуют исходному состоя-

нию материала ( 0 ) и моменту макро-

разрушения ( 1 ). 

С моментом образования макротре-

щины связывается момент достижения 

критической величины пластического 

разрыхления iiкр  на макроуровне. В ре-

зультате кинетическое уравнение прини-

мает следующий вид: 

ii

iiкр

d

dt





,         (18) 

где ii  – скорость пластической дилатан-

сии на макроуровне. 

Кинетическое уравнение (18) с уче-

том связи  между пластической дилатан-
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сией 
ii  и накапливаемой деформацией 

сдвига макроэлемента  , имеет следую-

щий вид:  

ii

iкiр пр

[ ( )] Hd

dt ( )

 


 
,                    (19) 

где 
пр  – предельная степень деформа-

ции сдвига, соответствующая моменту 

разрушения; штрих означает дифферен-

цирование по параметру  ; H d / dt   – 

интенсивность скоростей деформации 

сдвига. 

Более конкретный вид кинетического 

уравнения (19) (с учетом входящих в него 

материальных функций ii пр( ), ( )    ) 

определяется на основе системы экспе-

риментов. Материальная функция 
ii ( )   

для изучаемого материала и заданных 

температурно-скоростных условий де-

формации определяется на основе экспе-

риментального анализа распределения 

дефектов деформационного происхожде-

ния и его изменения во времени процесса 

деформирования. Материальная функция 

пр ( )   представляет собой известные 

диаграммы пластичности [4] для разных 

материалов и определяется на основе 

разнотипных опытов (на растяжение, 

осадку, сдвиг и т.д.). 

Для определения материальной 

функции пр ( )   для изучаемых материа-

лов используются известные эксперимен-

тальные данные [5]. Для построения ма-

териальной функции пр ( )   удобно вве-

сти в рассмотрение направляющий деви-

атор напряжений 2D D / I (D )    [4], 

модуль которого 2I (D ) 1  . Таким об-

разом, пластичность металла с заданным 

химическим составом, структурой k0  для 

фиксированных температурно-скоростных 

условий обработки ij0 0e ,   T  зависит от тен-

зорных функций напряжений 

3

пр пр 1 3 ij0 0 k0

D D
I ( ) , I (D ) ,e , , ,

D D

 
 

 

  
       
   

 (20) 

где отношение D / D  выполняет роль 

масштабного фактора напряженного со-

стояния. Для прикладных расчетов пла-

стичности металлов используется харак-

теристика среднего напряжения 

1

D1
I ( )

3 D






   , то есть пр пр ( )    . Для 

построения зависимости пр пр ( )     

разработана методика проведения разно-

типных испытаний на растяжение, сжатие 

и выдавливание под гидростатическим 

давлением, что обеспечивает варьирова-

ние параметра трехосности напряженного 

состояния  . 

При анализе процессов пластического 

формоизменения удобно использовать ана-

литическую аппроксимацию диаграмм 

пластичности, например зависимость [4, 5] 

пр пр прB exp( c , )    ,                   (21) 

где прB , прс  – модульный и степенной 

параметры, определяемые по двум опор-

ным точкам диаграммы пластичности. 

С целью повышения точности расче-

тов при анализе нестационарных процес-

сов ОД с сильным изменением напря-

женного состояния целесообразно ис-

пользовать трехпараметрическую модель 

пластичности: 

пр пр пр прА exp( ) B exp( c ),            (22) 

где параметры пр пр прA ,В ,с  находят по 

трем опорным точкам: 1 пр11  [( ) , ]  , 

2 пр22  [( ) , ]  , 3 пр33  [( ) , ]   диаграммы 

пластичности. 

Параметр прА  определяется из реше-

ния уравнения: 
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i k

jk

( ) ( )

прi пр прk пр

( )( )

прk пр пр j пр

i k

k j

ln[ A e ] ln[ A e ]

ln[ A e ] ln[ A e ]

( ) ( )
,

( ) ( )

   

  

    


    

  


  

 

(i, j, k 1,2,3) . 

Параметры прc  и прВ : 

ji
( )( )

прi пр пр j пр

пр

j i

ln[ A e ] ln[ A e ]
с ,

( ) ( )

  
    


  

 

 k( )

пр прk пр пр kB exp[ln A e c ( ) ].
 

      

При расчете следует стараться прини-

мать симметричное расположение опорных 

точек по оси  : 
1 3( ) ( )    , 

2( ) 0  . 

Искомые параметры в этом случае  

3 3

2

пр2 пр1 пр3

пр ( ) ( )

пр2 пр1 пр

A ,
2 e e

  

  


  
 

пр пр2 прB А ,    

3( )

пр1 пр

пр

3 пр

А e1
с ln .

( ) B


 




 

Сформулирована система основных 

уравнений, описывающая пластическое 

формоизменение материала с учетом де-

формационной повреждаемости, в том 

числе система основных уравнений, опи-

сывающая осесимметричное формоизме-

нение материалов с прогнозируемой по-

вреждаемостью. На основе используемых 

физических представлений о повреждае-

мости пластически деформируемых ме-

таллов введены связанные с ними основ-

ные соотношения и кинетическое урав-

нение повреждаемости, включающее мо-

дальную характеристику объемной де-

формации  и её связь  с накапливаемой 

деформацией сдвига. 

 

Моделирование процесса  

пластического формоизменения 

материала 

Рассмотрим задачу моделирования  

процесса пластического формоизменения 

материала при вытяжке  осесимметрич-

ных деталей с прогнозированием  их де-

формационной повреждаемости.  

Расчет силовых параметров осуще-

ствим с учетом дилатансии материала и 

решим эту задачу с использованием ме-

тода локальных вариаций в процессе вы-

тяжки с утонением стенки цилиндриче-

ской заготовки. 

Выписанные соотношения для осе-

симметричного пластического формоиз-

менения позволяют составить основное 

энергетическое уравнение, которое ха-

рактеризует состояние материала при 

данных условиях обработки. Энергетиче-

ский  функционал, который полностью 

характеризует состояние деформируемой 

среды в данных условиях обработки, 

представляет собой разность мощностей 

внутренних и внешних сил, действующих 

на систему. Под мощностью внутренних 

сил понимаются затраты мощности пла-

стической деформации и мощности сил 

трения на контактной границе с инстру-

ментом, определяемые выражением: 

внешн. внутр. пл. тр.W W W W   ,       (23) 

где пл.W  – пластическая компонента мощ-

ности; тр.W  – компонента мощности сил 

трения; 

Таким образом, с учетом всего выше 

изложенного, общее выражение функци-

онала, описывающего состояние дефор-

мируемой среды в произвольный момент 

времени, имеет вид: 

 TH dV
V

f v dF XVdS 0.к кs
F S

   

  

   

        (24) 

Функционал (24) используется для 

расчета силовых параметров процессов 

пластического формоизменения дилати-

рующих сред (минимальной мощности 

сил пластической деформации  и соответ-
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ствующей данной мощности действи-

тельного поля, составляющей скорости 

перемещения), при статических скоро-

стях деформации.  

Результаты, получаемые вышеопи-

санным методом, должны удовлетворять 

следующим условиям: 

– граничным условиям для напряже-

ний:  ij j in X   ; 

– условию пластичности:  ijf 0;   

– граничным условиям для скоро-

стей: i 0V  ; 

– начальным условиям для скоростей:  

 i 0 0t 0
V t


  , 

где ij  – компоненты тензора напряже-

ний; iX  – компоненты вектора поверх-

ностной нагрузки; 
i  – составляющая ско-

рости течения металла; jn  – компоненты 

нормали к рассматриваемой поверхности 

тела; 
0V  – скорости деформирования;

0t  – 

начальный момент времени. 

Процесс вытяжки с утонением стен-

ки цилиндрических полуфабрикатов 

представляет собой нестационарное ди-

намическое формоизменение заготовки. 

Однако, принимая допущение об отсут-

ствии инерционных сил, можно рассмат-

ривать задачу как квазистатическую. 

Проведем, в качестве примера, расчет 

мощности пластической деформации для 

процесса вытяжки с утонением стенки с 

исходными данными (табл. 1, рис. 2). 

 

Таблица 1 

Исходные данные вытяжек для решения методом локальных вариаций 

Операция  пR , мм
 

0S , мм
 

кS
, мм

 
0V , мм/c

 dr  

dz , мм h , мм/с  , 

кг/м3
 S , Мпа

 М  

П  

Вытяжка 67,1 9,9 6,0 200 
0,3 

1,7 
0,9 7850 240 

0,03 

0,07 

 

 

 

Рис. 2. Расчетная схема вытяжки с утонением стенки 

Создано программное обеспечение 

расчета мощности деформации. Про-

грамма предназначена для нахождения 

минимума функционала и соответствую-

щему этому минимуму полю составляю-

щей скорости перемещения вдоль оси r – 
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итоговое минимальное значение мощно-

сти пластической деформации W; техно-

логическая сила; удельная сила  и соот-

ветствующее ей действительное кинема-

тическое поле 
ij , составляющей  скоро-

сти  перемещения вдоль оси r  для узло-

вых точек. 

По полученной мощности деформа-

ции определяется: 

1. Технологическая  сила  P W V ,  

где W  – мощность пластической дефор-

мации;  V  – скорость деформирования.  

2. Удельная сила деформирования 

 q P F , 

где F  – площадь поперечного сечения 

выходного материала. 

В результате проведенного расчета 

получены следующие значения: 

– технологическая сила  P ; 

– удельная сила  деформирования  q ;  

и значения  
ij – составляющей скорости 

перемещения вдоль оси r  для узловых 

точек в мм/c. 

Таблица 2 

Полученные результаты силовых режимов 

Операция Мощность, Вт Технологическая сила, кН Удельная сила, МПа 

Вытяжка 217772 1089 356 

 

Удельная сила удостоверена условию 

допустимых значений удельной силы 

 q q 1700МПа  .  

Полученные значения действитель-

ной составляющей скорости 
ij  переме-

щения вдоль оси r для узловых точек в 

мм/с,  являются исходными данными для 

дальнейшего анализа напряженно-дефор-

мированного состояния. 

 

Анализ напряженно- 

деформированного состояния 

Проведение расчетов по определе-

нию энергосиловых параметров процесса 

вытяжки не дает полного представления 

о возможностях пластического формоиз-

менения, о качестве получаемых полу-

фабрикатов. Изготовление ответственных 

деталей требует точного выбора режимов 

обработки. Поэтому необходимо прово-

дить анализ напряженно-деформирован-

ного состояния с учетом неоднородности 

их распределения, то есть осуществлять 

полное исследование процесса. 

Исследование процесса объемной 

деформации  осуществляется с использо-

ванием значения поля i, j - составляющей 

скорости перемещения вдоль оси  r  для 

узловых точек (в миллиметрах на  секун-

ду), по которой определятся поле i, jw - 

составляющей скорости перемещения 

вдоль оси  z, используя условие нераз-

рывности. Краевые значения i, jw  опреде-

ляются  исходя из граничных и началь-

ных условий. 

Кроме этого, для каждой точки поля 

определяются компоненты скоростей де-

формации 
r z rz, , ,    , интенсивность ско-

рости деформации сдвига H и  интенсив-

ность скорости деформации  i Н 3  .  

Для нахождения численных значений 

компонент  тензора скоростей деформа-

ций была разработана программа, кото-

рая представлена в среде программиро-

вания ДЕЛЬФИ 7.0. Результаты расчета 

представлены на рис. 3. 
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r  

Область 1: -0,247…-1,32 1/с;  
область 2: -1,32…-6,09 1/с;  
область 3: -6,09…-10,9 1/с. 

 

z  

Область 1: 0,303…1,35 1/с; 
область 2: 1,35…6,29 1/с; 
область 3: 6,29…9,59 1/с. 

 

  

Область 1: -0,0312…-0,0318 1/с;  
область 2: -0,0318…-0,221 1/с;  
область 3: -0,221…0,473 1/с. 

 

rz  

Область 1: -1,34…1,32 1/с;  
область 2: 1,32…3,99 1/с; 
область 3: 3,99…9,31 1/с. 

Рис. 3. Распределение скоростей деформации в очаге деформации 
 

Значения скоростей перемещений 

вдоль осей r и z используются для опре-

деления перемещений на этапе. В течение 

малого промежутка времени среда полу-

чает малую деформацию, определяемую 

перемещениями: 
t t

r z

0 0

S dt, S w dt      .          (25) 

Промежуток времени t определяет-

ся из реального процесса, т. е.: 

вн

ср

h
t

V
   , 

где внh  – глубина внедрения инструмента 

в металл заготовки; срV  –- средняя ско-

рость деформирования. 

Скорость деформирования при вы-

тяжке на механическом прессе определя-

ется как скорость перемещения ползуна 

пресса и принималась срV = 200 мм/с. 

При малых деформациях компонен-

ты относительных удлинений и относи-

тельный сдвиг для  осесимметричного 

процесса определяются выражениями (5). 

Значение интенсивности деформации: 

     
2 2 2 23

i r z z r rz2

2

3
                 . (26) 

Для нахождения численных значений 

компонент  тензора деформаций была 

разработана программа, которая пред-

ставлена в среде программирования 

ДЕЛЬФИ 7.0. Результаты расчета пред-

ставлены на рис. 4. 
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r  

Область 1: -0,0485…-0,0715 мм/мм; 
область 2: -0,0715…-0,311 мм/мм; 
область 3: -0,311…-0,551 мм/мм. 

 

z  

Область 1: 0,0253…0,0918 мм/мм; 
область 2: 0,0918…0,326 мм/мм; 
область 3: 0,326…0,560 мм/мм. 

 

  

Область 1: -0,0053…-0,0233 мм/мм; 
область 2: -0,0233…-0,0413 мм/мм; 
область 3: -0,0413…-0,0593 мм/мм. 

 

rz  

Область 1: -0,098…0,050 мм/мм; 
область 2: 0,050…0,198 мм/мм; 
область 3: 0,198…0,346 мм/мм. 

Рис. 4. Распределение деформаций в очаге деформации 
 

Используя кинематические и дефор-

мационные характеристики, можно опре-

делить напряженное состояние, т. е. осу-

ществить расчет напряжений. Для этого 

система уравнений приводится к системе 

уравнений в напряжениях и  дополняется 

соответствующими граничными услови-

ями в напряжениях и скоростях.  

Определяем отличные от нуля ком-

поненты тензора напряжений: 

rr

2 T 2T

3 H H

 
  

 


    ,  

 

2 T 2T

3 H H 

 
  

 


    ; 

 

z z

2 T 2T

3 H H

 
  

 


    , 

rz rz

2T

H
   . 

 

Таким образом, получаем полную 

картину кинематического состояния  пла-

стического течения.  

Для нахождения численных значений 

компонент  тензора напряжений была 

разработана программа, которая пред-

ставлена в среде программирования 

ДЕЛЬФИ 7.0.Полученные результаты о 

напряжениях приведены в области очага 

деформации (рис.5). 
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R  

Область 1: -308…-481 МПа; 
область 2: -481…-653 МПа. 

 

Z  

Область 1: 0…40 МПа; 
область 2: 40…151 МПа; 
область 3: 151…342 МПа; 
область 4: 342…533МПа. 

 

  

Область 1: -119…-286 МПа; 
область 2: -286…-453 МПа; 
область 3: -47…-119 МПа. 

 

RZ  

Область 1: -53,6…89 МПа; 
область 2: 89…161 МПа; 
область 3: 161…232 МПа. 

 
  

Область 1: -38…-205 МПа; 
область 2: -205…-372 МПа; 
область 3: 129…-38 МПа. 

 

 

i  

Область 1: 327…408 МПа; 
область 2: 408…489 МПа; 
область 3: 489…570 МПа; 
область 4: 570…652 МПа. 

Рис. 5. Распределение напряжений в очаге деформации 
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Накопленные деформации  

и пластической повреждаемости 

материала 

При изготовлении деталей с высоки-

ми эксплуатационными свойствами 

должно выполняться условие, в соответ-

ствии с которым допустимая деформация 

определяется допустимым уровнем по-

врежденности микропорами. В этом слу-

чае для расчета операционных степеней 

деформации необходимо использовать 

модель изменения поврежденности де-

формируемого материала.  

В современных инженерных  расче-

тах при решении технологических задач 

пользуются степенной зависимостью 

между пластическим разрыхлением 
ii  и 

накапливаемой деформацией  . 

Математически степенная модель 

пластического разрыхления имеет сле-

дующий вид: 
a

ii b   ,                    (27) 

где b  – модуль; а  – степенной показа-

тель пластического разрыхления.  

Построение зависимости пластиче-

ского разрушения  kk   производилось 

следующим образом.  

Девиаторная деформация определя-

лась по известной зависимости   

     
2 2 2

1 2 2 3 3 1

2

3
             ,  (28) 

где 1 2 3, ,    – главные компоненты тен-

зора деформаций. 

Пластическая дилатансия 

0
ii

0

V V

V

  
 


 ,                              (29) 

где 0V , V   - выделенный элементарный 

объем деформируемого материала в началь-

ный и текущий моменты деформации.  

Главные компоненты деформации 

1 2 3, ,    определялись с использованием 

правила аддитивного суммирования при-

ращений деформации: 

 

 

 

0M 10

2

0M 20

3

0M 30

l

1 1
1 1

1 10s l

l

2 2
2 2

2 20s l

l

3 3
3 3

3 30s l

dl l
d s ln ,

l l

dl l
d s ln ,

l l

dl l
d s ln ,

l l

    

    

    

 

 

 

     (30)  

где 
10 20 30 1 2 30l , l , l l , l , l  – линейные разме-

ры элементарного объема в направлении 

главных осей 1, 2, 3 в начальный и теку-

щий моменты растяжения образца. 

Элементарный объем в начальный 

момент деформации представляет собой 

элементарный прямоугольный паралле-

лепипед со сторонами 
10 20 30l , l , l  и объе-

мом 
0 10 20 30V l l l  . В процессе деформа-

ции при простом нагружении этот эле-

мент преобразуется в прямоугольный па-

раллелепипед объемом  
1 2 3V l l l  . Это 

обстоятельство позволяет определить ди-

латансию  макроэлемента через сумму 

главных деформаций: 

31 2
1 2 3

10 20 30

1 2 3

10 20 30 0

ll l
ln ln ln

l l l

l l l V
ln ln .

l l l V

        


 



                       

Из зависимостей (29) и (30) следует, 

что дилатансия  

 

 

0
1 2 3 ii

0

1 2 3 1 2 3

V V
exp 1

V

1 .

  
         



           

 

Определяется линейным инвариан-

том деформаций ii  или объемной фрак-

цией пор vf : ii v v0f f   , где v0f  – объ-

емная фракция пор в начальный момент 

времени. 

Измеряемые линейные размеры мак-

роэлемента по этапам деформирования 
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опытных образцов позволяют построить 

зависимости  ii  . 

Параметры b  и а  в зависимости 

определяются по опытным зависимостям 

 ii   следующим образом (рис. 6.). Со-

ставлялись уравнения по точкам в мо-

мент достижения предельной деформа-

ции пр  и в момент деформации около 

пр 2 . Решив 2 уравнения с двумя неиз-

вестными b  и а , получим результаты: 

 пр1 пр1 пр1

пр2 пр2 пр2

а ln ln ln ln 2
       

                  
 

и 
пр1

a

пр1

b





.    

Определенные параметры дилатан-

сии приведены в таблице 3. 

 

Рис. 6. Зависимость пластической дилатансии 

макроэлемента от его девиаторной 

деформации (слева – сталь 10 в состоянии 

поставки; справа – сталь 10 после 

рекристаллизационного отжига) 

 

Таблица 3 

Определенные параметры дилатансии 

Параметры пла-

стической дила-

тансии 

Малоуглеродистая сталь10  

в состоянии поставки 

Малоуглеродистая  сталь 10 после 

отжига 

Наименование экспериментальных образцов 

ПО-0 РО-0 

a 1,25 1,28 

b 0,212 0,152 

 

В зависимости от величины степен-

ного показателя различают: линейную 

модель a 1  и  нелинейную модель a 1 

для процессов с жесткой схемой напря-

женного состояния. Согласно степенной 

зависимости предельная степень дефор-

мации 
пр  связана с критической вели-

чиной пластического разрыхления iiкр

соотношением, а приращение пластиче-

ского разрыхления 
a 1

iid ba d    . 

Для меры повреждаемости, получаем 
a 1

a

пр

d a d


  


                   (31) 

 

или в интегральной форме 

1 a 1

a

пр0

a
d

 
 


,                    (32) 

где  пр пр     устанавливается по диа-

грамме пластичности или расчет по ап-

проксимационной функции. 

В.Л. Колмогоровым разработана ме-

тодика определения предельной степени 

деформации по результатам испытаний: 

на растяжение, кручение, изгиб и осадку. 

Вид испытания должен соответствовать 

исследуемому процессу. 

При решении технологических задач 

удобно пользоваться аналитической ап-

проксимацией диаграмм пластичности. 

Диаграммы пластичности вполне удовле-
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творительно аппроксимируются следую-

щей функцией:  

 пр exp    ,        (33) 

где  ,   – коэффициенты, определяемые 

из аппроксимации экспериментальных 

данных методом наименьших квадратов и 

зависят от химического состава и струк-

туры металла.  

Для получения  ,   проведены об-

работки результатов механических испы-

таний образцов при различном гидроста-

тическом давлении р. Показатель а, ха-

рактеризующий модель пластического 

разрыхления при различном напряжен-

ном состоянии, получается в опытах на 

знакопеременное кручение цилиндриче-

ских образцов под гидростатическим 

давлением. 

Диаграммы пластичности для многих 

металлов известны.  

Коэффициенты  ,   параметры за-

висимости, находимые по двум экспери-

ментальным точкам 1 1 1(( ) ; )   и 2 

2 2(( ) ; )   диаграммы пластичности: 

1 2

1 2

ln ln
,

( ) ( )

  
 

  

1 2

1 2

.
exp( ( ) ) exp( ( )

 
  

   
    

Значения коэффициентов  ,   для 

диаграмм пластичности стали 10 (рис. 7) 

приведены в таблице 4. 

Накопленная степень деформации 

сдвига определяется по формуле 

Hdt

0


   ,    

где Н – интенсивность деформации сдвига. 

По предложенной методике была 

определена деформационная повреждае-

мость в стенке при вытяжке с утонением. 

Результаты проведенного расчета пред-

ставлены на рис. 8. 

 

Рис. 7. Диаграммы пластичности конструкционных материалов в состоянии поставки:  

1 – сталь 10; 2 – латунь 68; 3 – сплав АМг-2 

Таблица 4 

Значения коэффициентов  ,   для диаграмм пластичности стали 10 

Материал 
Экспериментальные точки     1 2 

Сталь 11ЮА 
1( ) 0,5  

1 2,6   

2( ) 0,5 

2 1,5   
1,975 -0,55 
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Рис. 8. Распределение повреждаемости по толщине стенки на выходе из зоны деформации 

Выводы 

1. Выписанная система дифференци-

альных уравнений для анализа осесим-

метричного пластического течения про-

цессов вытяжки с утонением из дилати-

рующего материала и использование 

точных методов решения, позволяют 

проводить оценку силовых режимов с 

полным анализом напряженно-деформи-

рованного состояния.  

2. На основе полученных полей рас-

пределения деформаций и напряжений с 

использованием пакета программ и по-

ложений механики рассеянной поврежда-

емости, можно провести компьютерное 

моделирование процесса вытяжки с уто-

нением и довольно точно рассчитывать 

деформационную повреждаемость , 

существенно влияющую на эксплуатаци-

онные свойства готовых изделий и фор-

мирование эксплуатационных свойств в 

готовой детали. 

 3. Полученные результаты по изуче-

нию динамики повреждаемости позволя-

ют сделать следующие выводы. При уве-

личении степени деформации от 0,27 до 

0,57 накопленная повреждаемость увели-

чивается на величину 0,29, а также при 

увеличении угла конусности матрицы от 

6
0 

до 15
0
 повреждаемость увеличивается 

на величину 0,05. При увеличении коэф-

фициента трения заготовки-матрицы от 

0,03 до 0,15 повреждаемость увеличива-

ется на 0,08, а при увеличении коэффици-

ента трения заготовки-пуансона от 0,03 

до 0,15 повреждаемость уменьшается на 

величину 0,03. Выявлено, что поврежда-

емость материала неравномерно распре-

деляется по толщине стенок детали. 

Наибольшая величина повреждаемости в 

слоях на контакте с инструментом. Уве-

личение повреждаемости в зоне контакта 

материала с пуансоном и матрицей связа-

но с большими накопленными деформа-

циями в этих зонах. Повреждаемость при 

степенях деформации на операциях вы-

тяжке с утонением  
3 =0,415, не превы-

шающих допустимую, составляет при-

мерно  = 0,2..0,27. Наибольшая величи-

на повреждаемости материала при изго-

товлении изделий из углеродистых ста-

лей max 0,55  меньше величины допу-

стимой повреждаемости [] = 0,65…0,7, 

при достижении которой возможно обра-

зование полостных дефектов. В целом 

умеренная повреждаемость материала 

готовых изделий объясняется рациональ-

ным выбором режимов обработки. Про-

гнозирование накопления поврежденно-
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сти необходимо также для обеспечения 

требуемых механических свойств мате-

риала готового изделия, что важно для 

разработки ресурсосберегающих техно-

логий [6-14].  
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PHYSICO-MECHANICAL APPROACH TO THE ANALYSIS OF STRETCHING PROCESSES 

WITH THINNING OF CYLINDRICAL PRODUCTS AND THE PREDICTION OF DEFORMATION 

MATERIAL DAMAGEABILITY 

The paper presents a system of differential equations for the analysis of axisymmetric plastic flow of stretching 

processes with thinning from dilatant material and the use of accurate solving methods. It allows us to assess force 

conditions with full analysis of the stress-strain state. 

Based on the obtained fields of strain and stress distribution and using the program package and the provisions 

of continuous damage mechanics, it is possible to conduct computer simulations of the stretching process with thin-

ning and quite accurately calculate deformation damage   that significantly affects the operational properties of fin-

ished products and the formation of operational properties in the finished part. 

The results obtained by the study of dynamics of damage allow us to draw the following conclusions. With in-

creasing degree of strain from 0.27 to 0.57, the accumulated damage increases by the amount of 0.29, and with in-

creasing the taper angle of matrix from 60 to 150 damage increases by the value of 0.05. When you increase the 

coefficient of friction of workpiece-matrix from 0.03 to 0.15, the damage increases by 0.08, and while increasing the 

friction coefficient of workpiece-punch from 0.03 to 0.15 damage reduces by the amount of 0,03. We have revealed 

that material damageability is not evenly distributed across the wall thickness of a part. The highest amount of dam-

age is in the layers being in contact with the tool. The increase of damageability in the contact area of material with a 

punch and a matrix is associated with large accumulated strain in these zones. Damage at the degrees of defor-

mation at the operations of stretching with thinning 
3

  =0,415 not exceeding the allowable degree is approximately 

 = 0,2..0,27. The highest value of the material damageability in the manufacture of products made of carbon steel 

max 0,55   is less than the magnitude of permissible damageability [] = 0,65…0,7 at which the formation of cav-

ernous defects is possible. Overall, moderate damageability of material of finished products is due to rational choice 

of processing modes. Prediction of damage accumulation is also needed to ensure the required mechanical proper-

ties of the material of finished products. 

Key words: dilatant material, stretching, axisymmetric plastic process, the system of differential equations. 
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ФОРМИРОВАНИЕ ПРИЗНАКОВОГО ПРОСТРАНСТВА ДЛЯ ЗАДАЧ КЛАССИФИКАЦИИ 

СЛОЖНОСТРУКТУРИРУЕМЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ НА ОСНОВЕ СПЕКТРАЛЬНЫХ ОКОН  

И НЕЙРОСЕТЕВЫХ СТРУКТУР  

Самоорганизующиеся нейросетевые структуры предназначены для выделения на изображении сегментов 

заданного класса. Актуальность в разработке интеллектуальных систем классификации сложнострук-

турируемых изображений возникает при обработке рентгенограмм. Для классификации сложнострукту-

рируемых изображений предложены компьютерные технологии, построенные на методологии бустинга. 
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