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Резюме 

Цель исследования. Разработка алгоритма сглаживания траектории движения наземного робота по 
пересеченной местности, представленной в виде графа в трехмерном пространстве. 
Методы. В данной статье представлен алгоритм CSA (Curve Smoothing and Averaging) для сглаживания 
на плоскости Оху локальных кривых, составляющих глобальную кривую, представленную в виде пути на 
связном графе в трехмерном пространстве. Представленный алгоритм основан на разработанном ранее 
подходе LRLHD-A*, в котором используется информация о вершинах графа, их соседях и соединяющих их 
ребрах для выбора области, через которую будет пролегать сглаженная кривая. Во избежание на выходе 
алгоритма ломаной кривой был разработан метод усреднения кривой, идея которого заключается в 
смещении серединных точек локальных кривых, вдоль ребер, на которых они находятся. 
Результаты. Было произведено экспериментальное сравнение кривизны траекторий, получаемых с 
помощью алгоритма сглаживания кривой с усреднением кривой (CSA) и без него (CS). Тестирование 
метода проводилось на трехмерной карте местности, представленной в виде графа с 100082 
вершинами. Для проведения экспериментов использовалась выборка из 10 пар случайных вершин, между 
которыми строился путь с помощью алгоритма LRLHD-A*. Результаты экспериментов показали, что 
усреднение кривой после сглаживания снижает ее кривизну от 24 до 42%.  
Заключение. Траектории, сглаженные с помощью разработанного алгоритма CSA, имеют более плавные 
изгибы кривой на поворотах, по сравнению с алгоритмом, взятым за основу. Это позволяет добиться 
более плавного движения роботов и как следствие снижения расхода заряда аккумулятора робота.  
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Abstract 

Purpose or research. Development of an algorithm for smoothing the trajectory of a ground robot over rough terrain, 
represented as a graph in three-dimensional space. 
Methods. This article presents the CSA (Curve Smoothing and Averaging) algorithm for smoothing local curves in 
the Oxy plane that make up a global curve, represented as a path on a connected graph in 3D space. The presented 
algorithm is based on the previously developed LRLHD-A * approach, which uses information about the vertices of 
the graph, their neighbors and the edges connecting them to select the area through which the smoothed curve will 
run. In order to avoid a broken curve at the output of the algorithm, a curve averaging method was developed, the 
idea of which is to shift the midpoints of local curves along the edges on which they are located. 
Results. An experimental comparison was made of the curvature of the trajectories obtained using the curve 
smoothing algorithm with curve averaging (CSA) and without it (CS). The method was carried out on a three-
dimensional map of the area, presented in the form of a graph with 100082 vertices. For the experiments, a sample 
of 10 pairs of random vertices was used, between which a path was built using the LRLHD-A * algorithm. The results 
of the experiments have shown that averaging the curve after smoothing reduces its curvature from 24 to 42%. 
Conclusion. Trajectories smoothed using the developed CSA algorithm have smoother curve bends at turns, 
compared to the algorithm taken as a basis. This allows the robots to move more smoothly and, as a consequence, 
reduce the consumption of the robot's battery. 
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Введение 

В настоящее время наблюдается 
повышенный интерес к решению задач, 
связанных с автономной навигацией 
робототехнических комплексов (РТК). 
Это обусловлено высоким спросом на 
введение в действие РТК в сельскохо- 

 

зяйственных целях, в целях исследова-
ния труднодоступных территорий, кар- 
тографирования местности и т.д. В за-
висимости от особенностей местности, 
по которой будет передвигаться РТК, 
разрабатывается алгоритм планирова-
ния траектории его движения, в кото-
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ром траектории представляются в виде 
множества точек, которые надо посе-
тить РТК для достижения цели, либо в 
виде кривых, описываемых уравнения-
ми. Существующие алгоритмы плани-
рования траектории не всегда учитыва-
ют необходимость сглаживания траек-
тории. Однако эта особенность позво-
ляет сократить время, затрачиваемое 
роботом на совершение поворотов. В 
данной работе разработан алгоритм 
сглаживания траектории движения РТК 
на плоскости Oxy, представленной в 
виде пути на связном графе в трехмер-
ном пространстве. 

Существует множество методов сгла-
живания кривой в двухмерном прост-
ранстве. Например, с помощью метода 
кривых Дубинса [1-4], суть которого 
заключается в замене частей отрезков, 
прилегающих к углу ломаной, дугой 
окружности. Кривые Дубинса пред-
ставляют собой простую, но в то же 
время эффективную, технику для сгла-
живания пути в режиме реального вре-
мени, поскольку их построение не тре-
бует больших вычислительных затрат. 
Кривые Дубинса также могут быть 
скомбинированы с клотоидами для удо-
влетворения различных ограничений. 
Также существуют методы сглаживания 
кривой с помощью кривых Безье [5-11], 
которые используют контрольные точ-
ки для определения формы кривой. Од-
ними из популярных являются алго-
ритмы на основе обобщения кривых Бе-
зье – B-сплайнов [12-16]. B-сплайны 

являются эффективным средством для 
сглаживания пути, так как желаемая 
траектория может быть сгенерирована 
для разных значений кривизны и кон-
фигураций препятствий. Методы на ос-
нове неоднородных рациональных B-
сплайнов (NURBS) [17-21] являются 
очень гибким инструментом для по-
строения сглаженных траекторий за 
счёт того, что они манипулируют как 
контрольными точками, так и весами 
точек. Основными недостатками ис-
пользования NURBS-кривых является 
большее количество используемой па-
мяти в сравнении с аналогичными алго-
ритмами. Также неправильная инициа-
лизация весов точек может привести к 
плохой параметризации. Несмотря на 
это, использование NURBS-кривых яв-
ляется эффективной техникой сглажи-
вания траектории благодаря четким 
геометрическим интерпретациям, умень-
шения количества времени работы ал-
горитма по сравнению с аналогами и 
стабильностью при нахождении траек-
тории. Существуют алгоритмы сглажи-
вания на основе квадратичной интерпо-
ляции [22, 23], которые строят непре-
рывную кривую, используя квадратные 
многочлены и функции принадлежно-
сти. У алгоритмов на основе квадратич-
ной интерполяции есть два основных 
недостатка: высокая вычислительная 
сложность и феномен Рунге, который 
является классической иллюстрацией 
несходимости полиномиальной интер-
поляции. Алгоритмы сглаживания пути  
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в двухмерном пространстве не могут 
быть использованы для сглаживания 
пути в трехмерном пространстве, так 
как они не могут учитывать рельеф 
местности. Это является серьезным не-
достатком, так как траектории, постро-
енные с помощью подобных алгорит-
мов, могут пролегать в областях с 
большими перепадами высот, что мо-
жет сильно затруднять движение робота 
по данной траектории.  

Помимо сглаживания кривой в 
двухмерном пространстве также суще-
ствуют методы сглаживания кривых в 
трехмерном пространстве. В работе [24] 
представлен алгоритм сглаживания пу-
ти на графе в трехмерном пространстве. 
Данный подход позволяет находить 
сглаженные траектории в трехмерном 
пространстве с различными значениями 
параметров кривизны выходной траек-
тории и максимального расстояния до 
исходной кривой. Главным недостатком 
данного алгоритма являются ситуации 
появления ломаных линий в сглажен-
ной траектории, что может значительно 
увеличить время движения робота до 
цели. Это связано с тем, что данный ал-
горитм учитывает кривизну локальной 
кривой, состоящей всего из трех точек. 
В статье [25] представлен алгоритм 
сглаживания трехмерной траектории 
движения робота по поверхности Дарбу 
[26], который последовательно оптими-
зирует траекторию в горизонтальной, 
фронтальной и профильной проекции с 
заранее заданными ограничениями по 
линейной скорости, угловой скорости и 

ширине робота. Представленный под-
ход включает в себя два уровня: плани-
ровщик неоптимальной геодезической 
кривизны и планировщик скорости, ко-
торый использует набор кривых из 
предыдущего уровня для аналитическо-
го вычисления скорости на основе па-
раметров безопасности робота и его ки-
нематических ограничений, а также для 
создания графика измерения ускорения. 
Данный подход полезен для улучшения 
процесса строительства автомагистра-
лей, он позволяет оценить их жизнен-
ный цикл за счет поиска оптимальных 
по времени путей. Однако данный под-
ход не подходит для сглаживания тра-
ектории движения робота по неровной 
местности, так как трехмерная модель 
местности не может быть представлена 
в виде поверхности Дарбу. 

В данной работе рассмотрена про-
блема сглаживания траектории движе-
ния в трехмерном пространстве. Для ее 
решения предложен алгоритм сглажи-
вания траектории движения на графе в 
трехмерном пространстве, основанный 
на подходе, представленном в [24]. Осо-
бенностью разработанного алгоритма 
является возможность сглаживания кри-
вых, представленных в виде пути на 
графе в трехмерном пространстве, что 
позволяет находить гладкую траекто-
рию движения наземного робота по не-
ровной местности. Также представлен-
ный алгоритм устраняет проблему, свя-
занную с появлением резких изгибов на 
поворотах в плоскости Oxy. 
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Материалы и методы 

А. Сглаживание траектории 

В данной работе решается задача 
сглаживания траектории движения в 
трехмерном пространстве для различ-
ных моделей местности, представлен-
ных в виде связного графа. Исходными 
данными для этой задачи являются: 
связный граф, отображающий особен-
ности местности, путь, представленный 
в виде упорядоченного множества вер-
шин на связном графе, в котором каж-
дая вершина соединена со следующей в 
последовательности вершиной (кроме 
последней), а также граничные значе-
ния параметров, определяющих макси-
мальное расстояние, на которое могут 
быть смещены точки исходной кривой, 
и максимальную кривизну конечной 
кривой. Пусть 3M    – трехмерная сет-
ка. Сетка состоит из вершин V  с соот-
ветствующими позициями 3

ix    и ре-

бер   , ,E i j i j V  . Для решения за-

дачи сглаживания траектории движения 
был разработан алгоритм итеративного 
сглаживания траектории, представленной 
в виде пути на связном графе в трехмер-
ном пространстве, с усреднением конеч-
ной кривой. На рис. 1 представлена блок-
схема алгоритма CSA. 

Основой алгоритма является итера-
тивное сглаживание кривой после её 
инициализации. Под инициализацией 
здесь понимается нахождение безколи-
зионной траектории движения с помо-
щью алгоритмов планирования пути. 
После инициализации исходной траек-
тории ее вершины добавляются в упо-

рядоченное множество P. Далее идёт 
вычисление кривизны текущей траек-
тории P, и если она ниже определенно-
го значения, то алгоритм заканчивает 
работу. В противном случае начинается 
процесс сглаживания траектории. Кри-
визна траектории определяется как 
наибольшая кривизна локальной кри-
вой, состоящей из 3 точек, среди всех 
локальных кривых, входящих в гло-
бальную кривую. Далее создаётся пу-
стое множество nP , в которое добавля-
ется первая вершина из множества P, то 
есть начальную вершину исходного пу-
ти. После этого необходимо создать ко-
пию множества, содержащего текущий 
путь сP , чтобы манипулировать новой 
траекторией, не влияя на старую. Далее 
из множества сP  извлекаются три пер-
вые вершины и добавляются в пустое 
множество lC  для составления локаль-
ной кривой, вершины которой будут 
смещаться. После создания локальной 
кривой lC начинается процесс ее сгла-
живания. Если точка кривой находится 
на ребре графа, то она смещается в том 
или ином направлении вдоль ребра. В 
том случае, когда точка кривой лежит 
непосредственно на вершине графа, 
необходимо использовать особый под-
ход. Особенностью данного алгоритма 
является то, что точки выходной кривой 
не проходят через вершины графа. Дан-
ный подход предполагает два варианта 
шага сглаживания для точки pi: pi нахо-
дится на ребре, ip  находится на вер-
шине графа. 
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Начало

Вычисление кривизны текущего пути P

Выбор исходного пути в качестве текущего P

Кривизна пути P
больше чем значение 
MAX_CURVATURE?

Создание пустого множества Pn и добавление в 
него первой вершины из множества Pc 

Извлечение первых трех вершин из множества 
Pc и добавление их в пустое множество Cl

Вторая вершина
из множества Cl Находится на 

ребре графа?

Вычисление позиций новых точек 
локальной кривой, в которой средняя 

точка находится на ребре графа

Вычисление позиций новых точек 
локальной кривой, в которой средняя 

точка находится на вершине графа

Да

Нет

Добавление новых вершин в конец множества 
Pn

Последняя вершина
множества Сl является целевой 

вершиной?

Создание копии множества, содержащего 
текущий путь, Pc

Удаление первой вершины из множества Pc

Нет

Добавление последней вершины из множества 
P в конец множества Pn

Кривизна нового
пути Pn меньше кривизны 

текущего пути P?

Назначение нового пути Pn в качестве 
текущего P

Да

Да

Да

Превышен 
заданный лимит количества 

итераций?

Усреднение текущего пути P

Сглаженная траектория C

Да

Нет

Нет

Нет

P – множество вершин текущего пути
MAX_CURVATURE – максимальное 
значение кривизны пути, при котором 
алгоритм заканчивает работу
Pn – множество вершин нового пути
Pc – копия множества вершин текущего пути
Cl – подмножество вершин текущего пути
C – множество вершин выходного пути

Конец  
Рис. 1. Алгоритм сглаживания траектории движения CSA 

Fig. 1. Algorithm for smoothing the trajectory of CSA 
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В первом варианте pi может быть 
смещена в двух направлениях, а именно 
в сторону одной из точек, образующих 
ребро. Во втором варианте pi  заменяет-
ся на несколько точек, лежащих на реб-
рах, инцидентных вершине pi. Одна 
итерация сглаживания кривой включает 
в себя смещение каждой точки данной 
кривой. Алгоритм сглаживания кривой 
совершает шаг сглаживания для каждой 
последовательной тройки точек исход-
ной кривой и заканчивает работу, когда 
заданный критерий кривизны траекто-
рии будет достигнут или по истечению 
определенного количества итераций.  

Вычисление позиции точки, находящейся 
на ребре 

В случае, если точка кривой нахо-
дится на ребре, то для нее вычисляется 
новая позиция, которая обеспечит 
наименьшую кривизну локальной кри-
вой. В алгоритме на рис. 1 данная про-
цедура выполняется в блоке «Вычисле-
ние позиций новых точек локальной 
кривой, в которой средняя точка нахо-
дится на ребре графа». Пусть pi  – точка, 
лежащая на ребре e , –1ip p  и 1ip p   

– её соседние точки, а 1ep  и 2ep  – точки, 
образующие ребро e . Тогда координата 
x новой точки *p  находится путем 
объединения уравнений прямых 
( , )p p   и 1 2,( )e ep p  в двухмерной плос-
кости в систему и её решения: 

1

2

1

2

a a

a

b b

b

k x ky
k

k x ky
k

  
   


,
                               (1) 

где параметры выражены следующими 
уравнениями: 

( ) – ( )ak p y p y  , 

       1  *  –  *ak p y p x p x p y    , 

   2  –ak p x p x  , 

   1 2 –b e ek p y p y , 

       1 1 2 1 2 *  –  *b e e e ek p y p x p x p y , 

   2 1 2 –b e ek p x p x . 

В (1) вычтем из первого уравнения 
второе и выразим x: 

2 1 2 1

2 2

a b b a

b a a b

k k k kx
k k k k
  


  

.                      (2) 

Координаты y  и z  новой точки 

*p  находятся путем подстановки ко-

ординаты x , найденной с помощью 
формулы (2), в уравнение прямой меж-
ду точками 1ep  и 2ep : 

2

1

y yk x k
y

k
 

 ,                                (3) 

2

1

z zk x kz
k
 

 ,  

где параметры выражены следующими 
уравнениями: 

   2 1 2–y e ek p y p y , 

       2 1 2 1* – *y e e e ek p y p x p x p y , 

       2 1 2 1* – *y e e e ek p z p x p x p z , 

1 1 2( ) ( )e ek p x p x  . 

Далее вычисляется расстояние 
между p* и initp  – точкой изначальной 

кривой, к которой применяется шаг 
сглаживания. Если расстояние оказыва-
ется больше определенного порога dist , 
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тогда координаты p* вычисляются по 
формуле 

* * ( , *)init dist initp p v p p  ,             (4) 

где ,( )*initv p p  – трехмерный вектор от 

*initp кp . 

Б. Вычисление позиции точки,  
находящейся на вершине 

Второй вариант шага сглаживания 
применяется в том случае, когда точка 
pi локальной кривой [ ], ,ip p p   нахо-

дится на вершине графа, кривая должна 
быть локально разделена на несколько 
сегментов, покрывающих ребра 

  : ,iE i j E j V   . В алгоритме на 

рис. 1 данная процедура выполняется в 
блоке «Вычисление позиций новых то-
чек локальной кривой, в которой сред-
няя точка находится на вершине графа». 
Мы разделяем смежные с pi  вершины 
на два упорядоченных множества. Пер-
вое множество 1N  перечисляет всех со-

седей вершины pi против часовой 
стрелки, начиная от p_ и заканчивая p+. 
Второе множество 2N  перечисляет всех 

соседей вершины pi по часовой стрелке, 
начиная от p_ и заканчивая p+. Пусть 1

kp  

и 2
kp  обозначают позиции вершин в 1N  

и 2N  соответственно, где конечные 

точки 1 2
0 0p p p   и 1 2

m np p p  . 

После сглаживания локальной кри-
вой ip  будет заменена последователь-

ностью точек, лежащих на ребрах: 

  1 1,E i j j N   или   2 2,E i j j N  . 

Для выбора между этими двумя множе-
ствами вершин мы проводим прямую 
между p

  и p
 . Если прямая пересека-

ет в двухмерной плоскости ребра из 1E , 

то точки новой локальной кривой будут 
пролегать через ребра из этого множе-
ства. В противном случае, если прямая 
пересекает в двухмерной плоскости ре-
бра из 2E , то точки новой локальной 

кривой будут пролегать через ребра из 
множества 2E . 

После выбора множества ребер cN , 

через которые будет пролегать новая 
локальная кривая, мы вычисляем пози-
ции новых точек, начиная от 0

cp  до p . 

Для каждой новой точки c
kp  при 

 1,  , –  1k m   вычисляется её пози-

ция, где m  – мощность множества cN . 

Координата x  точки c
kp  находится как 

пересечение прямых ( , )p p   и ( , )c
i kp n  в 

двухмерной плоскости с помощью 
формул (1) и (2), а координаты y  и z  

находятся с помощью подстановки 
найденной координаты x в уравнение 
прямой ( , )c

i kp n  в формуле, где c
kn  – k-ая 

смежная с ip  из множества cN . Если 

расстояние между новой вершиной c
kp  

и вершиной изначальной кривой 

i initp p  больше dist , то позиция вер-

шины c
kp  вычисляется по формуле (4), 

где v  – трехмерный вектор от initp  к c
pn . 

После нахождения позиций новых 
вершин локальных кривых они заносят-
ся в конец множества. Если последняя 
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вершина множества lC  является целе-

вой вершиной пути, то в конец множе-
ства nP  добавляется целевая вершина. 

После этого осуществляется оценка 
кривизны пути из множества nP  , и если 

значение кривизны пути из множества 

nP  меньше, чем значение кривизны пу-

ти из множества P , то новый путь nP  

назначается в качестве текущего пути 
P . Если превышен заданный лимит ко-
личества итераций или кривизна теку-
щего пути P  меньше, чем значение 

_M AX C URVATU RE , то алгоритм за-
канчивает основной этап сглаживания 
траектории движения. В противном 
случае начинается новая итерация 
сглаживания пути с блока «Создание 
пустого множества nP  и добавление в 

него первой вершины из множества P» 
с рис. 1. 

В. Усреднение кривой 

После завершения основного этапа 
сглаживания кривой необходимо сни-
зить кривизну траектории на критиче-
ских участках, чтобы сделать её более 
плавной в местах поворота. Главная 
проблема алгоритма сглаживания, взя-
того за основу [24], в том, что он учи-
тывает кривизну локальной кривой, со-
стоящей всего из трех точек, поэтому в 
некоторых местах траектория движения 
может быть ломаной. Для устранения 
данной проблемы был разработан метод 
усреднения кривой. На рис. 1 данная 
процедура идёт в конце блок-схемы, в 
блоке «Усреднение текущего пути P». 

Усреднение кривой заключается в сме-
щении серединных точек локальных 
кривых, состоящих из 6 точек, вдоль 
ребер, на которых они находятся. Изме-
нение позиции точки кривой ip  будет 

влиять на кривизну локальной кривой
 2 1 1 2, , , ,i i i i ip p p p p    , поэтому, чтобы 

избежать «изломов» глобальной кривой 
мы будем последовательно извлекать из 
глобальной кривой локальную кривую

5 4 3 2 1 ] [ , , , , ,i i i i i iс p p p p p p     , где 

 6,  , ,i n   и будем изменять позиции 

точек 3p  и 4p . Вычислим альтернатив-

ные позиции точек с помощью форму-
лы (4): 

 1

3

1
3 3 3* ,

i

e
i i dist ip p shift v p p

    , 

 1

3

2
3 3 3/ 2* ,

i

e
i i dist ip p shift v p p

    , 

 3

3 2
3 3 3* ,

i

e
i i dist ip p shift v p p

    , 

 2

3

4
3 3 3/ 2* ,

i

e
i i dist ip p shift v p p

    , 

 2

1 1
2 2 2* ,

i

e
i i dist ip p shift v p p

    , 

 1

2

2
2 2 2/ 2* ,

i

e
i i dist ip p shift v p p

    , 

 2

3 2
2 2 2* ,

i

e
i i dist ip p shift v p p

    , 

 2

2

4
2 2 2/ 2* ,

i

e
i i dist ip p shift v p p

    , 

где distshift  – расстояние, соразмерное с 

длиной ребер, на которое будут смещены 
точки кривой, а 1

3
e
ip 

, 2

3
e
ip 

, 1
2

e
ip  , 2

2
e
ip


 – точ-

ки, соединённые ребрами, на которых 
находятся точки 3ip   и 2ip   соответствен-

но. Тогда 1 2 3 4
3 3 3 3 3 3[ , , , , ]i i i i i iP p p p p p       и 
1 2 3 4

2 2 2 2 2 2[ , , , , ]i i i i i iP p p p p p       – множе-

ства альтернативных позиций точек 3ip   

и 2ip   соответственно. После нахожде-
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ния альтернативных позиций точек 3ip   

и 2ip   на место этих точек в локальную 

кривую c подставляется каждая воз-
можная пара вершин из множеств 3iP  и 

2iP  . Позиции точек 3ip   и 2ip   изменя-

ются на те, которые обеспечивают 
наименьшее значение кривизны ло-
кальной кривой c . Благодаря попарно-
му изменению позиций серединных то-
чек локальной кривой метод усредне-
ния кривой находит оптимальные пози- 
 
ции точек, находящихся на изгибах 

кривой, обеспечивая тем самым более 
плавное движение робота. 

Результаты и их обсуждение 

Для апробации разработанного ре-
шения был выбран симулятор Gazebo, в 
котором была смоделирована трехмер-
ная карта и РТК, передвигающийся по 
ней. На рис. 2 представлен изначальный 
путь РТК, построенный алгоритмом 
LRLHD-A* [27] (белые точки), и полу-
ченная на выходе сглаженная кривая 
(зелеными точками). 

  
Рис. 2. Визуализация построенного пути и сглаженной кривой в Gazebo 

Fig. 2. Visualization of the constructed path and smoothed curve in Gazebo 

Как видно из рис. 2, сглаженная 
кривая не имеет сильных изгибов по 
сравнению с исходной траекторией, а 
также точки выходной кривой находят-
ся недалеко от соответствующих им то-
чек исходного пути. 

Проблема сглаживания траектории 
движения наземного робота в трехмер-
ном пространстве на данный момент 
недостаточно хорошо изучена [24, 25], 

поэтому для оценки разработанного ал-
горитма сравним его с исходным алго-
ритмом и алгоритмом из работы [24]. 
Были проведены эксперименты по 
сравнению кривизны траекторий, полу-
чаемых с помощью алгоритма сглажи-
вания кривой с усреднением кривой 
(CSA) и без него (CS). Для вычисления 
кривизны глобальной траектории в 
данной работе используется следующий 
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метод: каждые три последовательные 
точки глобальной траектории форми-
руют локальную кривую 1 3] [ , ,i ic p p p ; 

кривизна каждой локальной кривой вы-
числяется как арккосинус скалярного 
произведения двухмерных направлен-

ных векторов 1i ip p 


 и 1 2i ip p 


, поделен-

ного на произведение модулей этих 
векторов: 

1 1 2

1 1 2

*arccos
*

i i i i
i

i i i i

p p p p
p p p p

  

  

 
     
 

 

  . 

Кривизна глобальной траектории C  
равна наибольшему значению угла 
между векторами одной из локальных 
кривых, входящих в нее: 

1 2
max ii n

C
 

 


, 

где n  – количество точек глобальной 
траектории. 

Тестирование проводилось на трех-
мерной карте местности, представлен-

ной 100082 вершинами и 198580 тре-
угольниками. Для проведения экспери-
ментов использовалась выборка из 10 пар 
случайных вершин, между которыми 
строился путь с помощью алгоритма 
LRLHD-A*. На рис. 3 представлена за-
висимость кривизны траектории от ее 
длины для исходного пути и сглаженных 
с помощью методов CS и CSA кривых.  

Из рис. 3 видно, что сглаживание 
кривой без усреднения (CS) снижает 
кривизну изначальной кривой более 
чем в 2 раза. Также из рис. 3 видно, что 
применение операции усреднения к 
сглаженной траектории (CSA) снижает 
её кривизну на 24-42 %. Это обусловле-
но тем, что кривая, сглаженная по ме-
тоду CS, имеет сильные изгибы, что 
снижает общую кривизну такой кривой. 
На рис. 4 представлен участок карты, на 
котором визуализированы траектории, 
сглаженные с помощью алгоритма CS 
(белыми точками) и алгоритма CSA (зе-
леными точками). 

 

 

Рис. 3. Зависимость кривизны траектории от ее длины 

Fig. 3. Dependence of the trajectory curvature on its length 
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Рис. 4. Траектории, сглаженные с помощью алгоритмов CS и CSA 

Fig. 4. Trajectories smoothed using the CS and CSA algorithms 

Из рис. 4 видно, что траектория, 
сглаженная с помощью алгоритма CS, 
имеет резкие повороты, где вершины 
кривой образуют почти прямой угол, в 
то время как траектория, сглаженная с 
помощью алгоритма CSA, имеет более 
плавные изгибы на поворотах. Приме-
нение операции усреднения к кривой 
перемещает ее точки в проблемных 
участках таким образом, чтобы кривиз-
на локальных кривых, находящихся в 
этих участках, была минимальной. 

Выводы 

Проблема сглаживания траектории 
движения наземного робота в трехмер-
ном пространстве еще недостаточно 
изучена. Решение этой проблемы поз-
волит более эффективно планировать 
пути движения наземных роботов, экс-
плуатируемых в исследовательских, 
сельскохозяйственных, картографиче-
ских и других целях. В данной работе 

был предложен алгоритм сглаживания 
траектории, представленной в виде пу-
ти на графе в трехмерном пространстве, 
с усреднением конечной кривой. Разра-
ботанный алгоритм CSA и алгоритм CS 
был апробированы в симуляторе 
Gazebo. В результате экспериментов 
установлено, что метод CSA строит 
кривые, кривизна которых на 24-42 % 
меньше, чем у кривых, находимых с 
помощью метода CS. Траектории, сгла-
женные с помощью алгоритма CSA, 
имеют более плавные изгибы кривой на 
поворотах, по сравнению с алгоритмом, 
взятым за основу. Благодаря этому по-
вышается эффективность роботов, дви-
жущихся по данным траекториям. В 
дальнейшем разработанный алгоритм 
будет применяться в задачах планиро-
вания маршрутов на с/х территориях 
[28-31] и в модульной робототехнике 
[32, 33]. 
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