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Резюме 

Целью исследования является разработка алгоритма расчета устойчивых инвариантных многообразий 
седловых периодических орбит кусочно-гладких отображений. 
Метод базируется на итерировании фундаментальной области вдоль устойчивого подпространства 
собственных векторов матрицы Якоби, вычисленной в седловой периодической неподвижной точке.  
Результаты. Разработан метод расчета устойчивых инвариантных многообразий седловых периодиче-
ских орбит кусочно-гладких отображений. Основной результат сформулирован в виде утверждения. 
Основу метода составляет оригинальный подход нахождения обратной функции, идея которого состоит 
в сведении задачи к нелинейному уравнению первого порядка. 
Заключение. Описан численный метод расчета устойчивых инвариантных многообразий кусочно-гладких 
отображений, моделирующих импульсные системы автоматического управления. Метод базируется на 
итерировании фундаментальной области вдоль устойчивого подпространства собственных векторов 
матрицы Якоби, вычисленной в седловой периодической неподвижной точке. Основу метода составляет 
оригинальный подход нахождения обратной функции, который состоит в сведении задачи к решению 
нелинейного уравнения первого порядка. Такой подход исключает необходимость решения систем 
нелинейных уравнений для определения обратной функции и преодоления сопутствующих при этом 
вычислительных проблем. Приведены примеры исследования глобальной динамики кусочно-гладких ото-
бражений с мультистабильным поведением. 
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Abstract 

Purpose of reseach is of the work is to develop an algorithm for calculating stable invariant manifolds of saddle 
periodic orbits of piecewise smooth maps. 
Method is based on iterating the fundamental domain along a stable subspace of eigenvectors of the Jacobi matrix 
calculated at a saddle periodic fixed point. 
Results. A method for calculating stable invariant manifolds of saddle periodic orbits of piecewise smooth maps is 
developed. The main result is formulated as a statement. The method is based on an original approach to finding the 
inverse function, the idea of which is to reduce the problem to a nonlinear first-order equation. 
Conclusion. A numerical method is described for calculating stable invariant manifolds of piecewise smooth maps 
that simulate impulse automatic control systems. The method is based on iterating the fundamental domain along a 
stable subspace of eigenvectors of the Jacobi matrix calculated at a saddle periodic fixed point. The method is based 
on an original approach to finding the inverse function, which consists in reducing the problem to solving a nonlinear 
first-order equation. This approach eliminates the need to solve systems of nonlinear equations to determine the 
inverse function and overcome the accompanying computational problems. Examples of studying the global 
dynamics of piecewise-smooth mappings with multistable behavior are given. 
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*** 

Введение 

Как известно, глобальная устойчи-
вость является редким свойством нели 
 

 

нейных динамических систем, посколь-
ку из этого свойства вытекает, что су-
ществует единственный аттрактор, ко-
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торый притягивает все траектории фа-
зового пространства. Однако большин-
ство задач из механики, физики, теории 
систем автоматического уравнения, си-
ловой электроники, биологии, экономи-
ки и социальных наук приводят к моде-
лям, которые демонстрируют мульти-
стабильное поведение [1-7], когда при 
одних и тех же параметрах сосущест-
вуют несколько аттракторов. 

Особенность мультистабильных си-
стем состоит в их высокой чувстви-
тельности к внешним помехам. Даже 
сколь угодно малые случайные возму-
щения или вариации параметров могут 
приводить к непрогнозируемым изме-
нениям динамики, например, к внезап-
ному переходу от одного периодического 
движения к другому, либо к взрывной 
хаотизации колебаний. 

Для изучения нелинейных явлений в 
мультистабильных системах требуется 
найти специальные инвариантные мно-
жества, такие как репеллеры, седловые 
периодические орбиты вместе с их ус-
тойчивыми и неустойчивыми многооб-
разиями, играющие ключевую роль в 
глобальной динамике [8-10]. Устойчи-
вые и неустойчивые инвариантные мно-
гообразия нельзя рассчитать ни аналити-
чески, ни с помощью техники линеариза-
ции. Сейчас разработано несколько чис-
ленных методов расчета устойчивых и 
неустойчивых инвариантных множеств 
[11-19]. 

Стандартный подход состоит в ите-
рации так называемой фундаменталь-
ной области (fundamental domain) (см., 
например, [8, 11]), когда итерируется 

локальная область в окрестности седло-
вой периодической орбиты вдоль 
устойчивого и неустойчивого собствен-
ных подпространств. Все эти методы 
работают одинаково, поскольку устой-
чивое многообразие вычисляется как 
неустойчивое многообразие обратной 
функции, полученной явно, или чис-
ленно, например, методом Ньютона. 

Н. Osinga и др. [14] предложили 
численный метод расчета устойчивых 
одномерных инвариантных многообра-
зий двумерных отображений, не требу-
ющий определения обратной функции 
или ее аппроксимации. Это так называ-
емый «Search Circle (SC)» алгоритм 
[14]. Такой подход особенно важен в 
тех случаях, когда нельзя получить ото-
бражение Пуанкаре аналитически для 
заданного векторного поля. Можно его 
использовать и в случае, когда отобра-
жение необратимо. Метод реализован в 
виде прикладной программы в пакете 
DsTool и в настоящее время является 
одним из эффективных в своем классе. 

Мы предлагаем численный алгоритм 
расчета устойчивого инвариантного 
многообразия седловых периодических 
орбит семейства кусочно-гладких отоб-
ражений, моделирующих импульсные 
системы автоматического управления и 
устройства силовой электроники. Осно-
ву алгоритма составляет оригинальный 
метод построения обратной функции, 
исключающий необходимость числен-
ного решения систем нелинейных урав-
нений и преодоления сопутствующих 
при этом вычислительных проблем. 
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Для тестирования и исследования на-
шего метода мы использовали програм-
му, где реализован «Search Circle (SC)» 
алгоритм. Программа была любезно 
предоставлена проф. Н. М. Osinga. 

Материалы и методы 

Рассмотрим семейство отображе-
ний F: ℝ2 → ℝ2: 

   : , , ,F x y F x y  

   
   
   

, ,   , ,
( , ) , ,  , ,

, ,   , ,

F x y x y D
F x y F x y x y D
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        (1) 

Здесь F(x, y) кусочно-гладкая век-
тор-функция. 

He ограничивая общности, будем 
рассматривать конкретное кусочно-
гладкое отображение, относящееся к 
(1), в котором 
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где 

  0.qz x y q x y z
q

         


  

Здесь α, ߚ, ϑ, Γ, q – параметры. 
Каждая из Fℒ (x, y), Fℳ (x, y) и Fℛ (x, y) – 

функция класса C1 и монотонна во всей 
своей области определения: 

  1, : ,D x y y x q
      
 

  

  1, : ,D x y q y x q
       
 

  

  , : .D x y y x q    

Границы Dℒ, Dℳ, Dℛ – это точки  
(x, y) ∈ D ⊂ ℝ2, где производные перво-
го порядка F (x, y) по (x, y) не суще-
ствуют. Границу между областями 
определения Fℒ, Fℛ, Fℳ называют «bor-
der». Здесь D = Dℒ ∪ Dℳ ∪ Dℛ. 

Отображение (1), (2) было введено 
в [20] для исследования бифуркаций 
замкнутых инвариантных кривых и с 
тех пор оно изучалось многими автора-
ми (см., например, [21]). К этому же 
классу относятся отображения, рас-
смотренные в [22, 23, 24]. 

Описание нашего метода начнем с 
нескольких предварительных замечаний 
и определений. 

• Рассмотрим отображение 

 : , ,nF F x x x          (3) 

где F – гладкая функция класса C1. Там, 
где это необходимо, будем записывать 
(3) в эквивалентной форме 

 : , ,  .nF F  x x x x   

Здесь x' называется образом точки x 
первого ранга. Любая точка x, такая что 
F(x) = x' называется прообразом x' ран-
га один. Образы и прообразы ранга-k 
обозначают Fk(x) и F-k(x), соответствен-

но. Здесь       ... ...kF F F

k

Fx x


. 

• Определение 1. Точка x0 называ-
ется неподвижной, если F(x0) - x0 = 0. 

 

. 
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• Определение 2 [8]. Пусть A –

матрица Якоби, вычисленная в x0. Соб-
ственные числа ρ1, ρ2, ..., ρn матрицы A 
называются мультипликаторами непо-
движной точки. 

Пусть n−, n0 и n+, n0 + n− + n+ = n – 
число мультипликаторов, лежащих внут-
ри, на границе и вне единичного круга 
{ρ ∈ ℂ1 : |ρ| = 1}, соответственно. Непо-
движная точка называется гиперболиче-
ской, если n0 = 0, т.е. если нет мульти-
пликаторов, лежащих на границе еди-
ничного круга. Неподвижная точка 
устойчива, если все мультипликаторы 
лежат внутри единичного круга, т.е. 
|ρi| < 1,  1 ,  .i n  Гиперболическая непо-
движная точка называется гиперболи-
ческим седлом, если n− n+ ≠ 0. Заметим, 
что для периодических орбит с перио-
дом m аналогичным образом можно 
определить свойство гиперболичности, 
сводя задачу к случаю неподвижной 
точки отображения Fm(x0). 

• Теорема о локальном устойчивом 
многообразии [8]. Пусть x0 гиперболиче-
ская неподвижная точка с n0 = 0, n− + n+ = 
n. Тогда пересечения Ws(x0) и Wu(x0) с 
достаточно малой окрестностью x0 со-
держат гладкие локальные многообразия 
Ws

loc(x0) и Wu
loc(x0) размерности n− и n+ 

соответственно. Более того, Ws
loc(x0) и 

Wu
loc(x0) касаются в неподвижной точке 

x0 подпространств собственных векто-
ров Es и Eu матрицы A. Здесь Es и Eu – 
устойчивое и неустойчивое подпро-

странства собственных векторов, для 
которых, соответственно, мультиплика-
торы |ρ| < 1 и |ρ| > 1. 

На рис. 1 показан пример инвариант-
ных многообразий на ℝ2 для положитель-
ных 0 < ρ2 < 1.0 и ρ1 > 1.0. В этом случае 
существуют два одномерных инвариант-
ных многообразия, проходящие через не-
подвижную точку x0, а именно, одномер-
ное устойчивое многообразие Ws(x0), об-
разованные орбитами, сходящимися к не-
подвижной точке x0 при итерации F и од-
номерное неустойчивое многообразие 
Wu(x0), образованные орбитами, сходя-
щимися к x0 при итерации F–1. 

Прежде чем продолжить изложе-
ние, сделаем несколько важных замеча-
ний [8]. Во-первых, орбита дискретной 
системы – это последовательность то-
чек. Все орбиты, не лежащие на инва-
риантных многообразиях, проходят че-
рез окрестность x0 и, в конечном итоге, 
покидают эту окрестность. Во-вторых, 
инвариантные кривые не являются ор-
битами, в действительности это беско-
нечное множество орбит. B третьих, как 
можно видеть из рис. 1, многообразия 
Ws/u(x0) состоят из двух ветвей Ws/u

±(x0), 
разделенных x0. Если мультипликаторы 
отрицательные – 1.0 < ρ2 < 0.0 и ρ1 < – 
1.0, то орбиты на многообразиях «пры-
гают» между ветками Ws/u

−(x0) и 
Ws/u

+(x0). В этом случае многообразия 
Ws/u

±(x0) инвариантны для второй ите-
рации F2 отображения [8]. 
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Рис. 1. Инвариантные многообразия на ℝ2 для положительных ρ1 и ρ2 

Fig. 1. Invariant manifolds in ℝ2 for positive ρ1 and ρ2 

• Для необратимых или кусочно-
гладких отображений теорема не может 
быть применена напрямую. Поэтому 
потребуем, чтобы F в (1) была диффе-
ренцируемой в неподвижной точке 
x0 = (x0, y0). Это условие обеспечивает 
существование малой окрестности U 
точки x0, где F является диффеомор-
физмом. Следовательно, теорема гаран-
тирует существование в U локального 
устойчивого Ws

loc(x0) ⊂ U и неустойчи-
вого Wu

loc(x0) ⊂ U многообразий: 

    s
loc 0 0: , ,kW U F k   x x x x   

    u
loc 0 0: , .kW U F k   x x x x  

• Тогда глобальные устойчивые и 
неустойчивые многообразия определя-
ются как объединение обратных и пря-
мых итераций Ws

loc(x0) и Wu
loc(x0): 

    s s
0 loc 0

1

;k

k

W F W






x x   

 u s
0 loc 0

1

( ) ( ) .k

k

W F W






x x         (4) 

Так как Fℒ и Fℛ – линейные функ-
ции, то Fℒ

-1 и Fℛ
-1 находятся без труда. 

Остается найти Fℳ
-1. 

Основной наш результат формули-
руется в виде следующего утверждения. 

• Утверждение. Пусть 
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Тогда существует  
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11 0z z

x y qq y z 


   
 

       


,(7) 

такая, что Fℳ и Fℳ
-1 взаимно обратные 

монотонные функции. 
• Доказательство. 
Запишем Fℳ: (x,y) ↦ Fℳ (x,y) в эк-

вивалентном виде 
   1 11 ; 1 ,z zx x y y             (8) 

0.qq x y z   


 

Компоненты вектор-функции (6) по-
лучаются из первых двух уравнений (8): 

1; 1.zzx x y y              (9) 
Для того чтобы получить (7), под-

ставим выражения (9) в третье уравне-
ние (8): 

11 0.z z

x y qq z 


   
 

       


(10) 

Проделав то же самое с (9) и (10), 
получим (5) и (8). Монотонность Fℳ-1 
следует из монотонности Fℳ. Непо-
средственно из (1) и (2) легко доказать, 
что Fℳ-1 определена в 

 * 1, : 1 ,q y xD x y q q 


   
             

 

а области определений Fℒ
-1 и Fℛ

-1: 

 * 1, : 1 ,y x qD x y q 


   
            

 

 * , : .y xD x y q
 
      

 
 

Таким образом, для любой точки 
(х, y) ∈ Dℳ обратная итерация Fℳ вы-
полняется в два шага: сначала по (x', y') 
вычисляется z (0 < z < 1.0), численно 
решив уравнение (10). Полученное z 
подставляется в (6). 

Как показали исследования, такой 
подход, для рассматриваемого класса 
моделей по эффективности эквивален-
тен «Search Circle (SC)» алгоритму. 

Результаты и их обсуждение 

Проиллюстрируем работу алгоритма 
на примере отображения (1) ˗ (2). Отоб-
ражение (1) ˗ (2) является одним из базо-
вых моделей для исследования двухча-
стотных колебаний в кусочно-гладких 
динамических системах с мультистабиль-
ным поведением. Двухчастотные режи-
мы широко распространены в природе и 
технике. Такие колебания характеризу-
ются двумя независимыми частотами. В 
фазовом пространстве динамической си-
стемы (1) ˗ (2) двухчастотным колебани-
ям отвечает аттрактор в форме замкнутой 
инвариантной кривой. Характер движе-
ния на инвариантной кривой определя-
ется числом вращения, которое пред-
ставляет собой отношение частот. Ко-
гда оно иррационально, инвариантная 
кривая плотно заполняется траекториями 
и динамика квазипериодична. 

При рациональном числе вращения 
на замкнутой кривой лежит пара перио-
дических орбит: устойчивая и седловая, а 
сама инвариантная кривая образована не-
устойчивыми многообразиями седловой 
орбиты. Это относится к случаю захвата 
частот, когда происходит синхронизация 
колебаний с двумя независимыми часто-
тами в одно периодическое колебание с 
общим периодом. Причем отношение ча-
стот постоянно и рационально на интер-
вале значений параметров [8]. 
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а) 

 

  
б)       в) 

Рис. 2. Возникновение квазипериодических колебаний: а – бифуркационная диаграмма;  
б – фазовый портрет квазипериодического аттрактора, Γ = 41.7; в – фазовый портрет 
вблизи точки ΓFold «border collision fold» бифуркации, α = 41.83216 

Fig. 2. Appearance of quasiperiodic oscillations: a – bifurcation diagram; б – phase portrait for the 
quasiperiodic attractor, Γ = 41.7; в – phase portrait near the border collision fold bifurcation 
point ΓFold, α = 41.83216 

В качестве первого примера рас-
смотрим отображение, в котором Fℒ, Fℳ 
и Fℛ имеют вид (2). Отображение явля-
ется дискретной математической моде-
лью импульсной системы автоматиче-
ского управления температурным по-
лем нагревательной установки. 

Исследования проводились при 
следующих значениях параметров, α = 
 ,0.99687987773 = ߚ ,0.969233234448 =
ϑ = 10.0, q = 1.5697879251. В качестве 
варьируемого был выбран Γ. 

Для наглядности фазовые портреты 
приводятся в исходных переменных 
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1 22860.055 ,  89.3767( ).
1
x yx x x y




    


 

Здесь x1 – температура нагрева-
тельной установки, x2 – производная x1 
по времени t. На рис. 2 приведены ре-
зультаты бифуркационного анализа, вы-
полненные 40.05 < Γ < 43.0. На рис. 2,a 
изображена бифуркационная диаграм-
ма. При увеличении Г неподвижная 
точка теряет устойчивость в точке ΓNS и 
мягко возникают квазипериодические 
колебания через суперкритическую би-
фуркацию Неймарка - Сакера. Как по-
казано на рис. 2,б, в фазовом простран-
стве отображения (1) ˗ (2) таким коле-
баниям отвечает замкнутая инвариант-
ная кривая С. 

При дальнейшем изменении пара-
метра в точке ΓFold возникают устойчивый 
и седловой циклы периода 4 через «bor-
der-collision fold» бифуркацию. Это ана-
лог седло-узловой бифуркации в гладких 
системах. 

Заметим, что «border-collision» – 
это специальный тип бифуркаций, ко-
гда инвариантное множество, например, 
неподвижная точка, сталкивается с гра-
ницей («border»), разделяющей области 
определения двух функций: Fℒ, Fℳ или 
Fℛ, Fℳ. 

На рис. 2,в показан увеличенный 
фрагмент фазового портрета, рассчи-
танного вблизи точки ΓFold. Как можно 
видеть из этого рисунка, устойчивый  
4-цикл сосуществует с хаотическим ат-
трактором. 

Заметим, что хаотический аттрак-
тор возникает через разрушение замк-
нутой инвариантной кривой. Как из-
вестно, разрушению инвариантной кри-
вой всегда предшествуют резонансные 
явления. На рис. 2,a хорошо видны мно-
гочисленные окна с периодической ди-
намикой, отвечающие резонансам на 
инвариантной кривой. Механизмы раз-
рушения инвариантных кривых и пере-
ходы к хаосу в кусочно-гладких систе-
мах до некоторой степени подробности 
изучены авторами работ [25, 26]. По-
этому мы не будем останавливаться на 
этом, а отсылаем читателя к публикаци-
ям [25, 26] (см. также цитируемую там 
литературу). 

Для большей наглядности, на  
рис. 3,a,б изображен фазовый протрет для 
Γ = 42.0, иллюстрирующий сосущество-
вание хаотического аттрактора с устой-
чивым 4-циклом. Границей бассейнов 
притяжения сосуществующих аттракто-
ров являются устойчивые многообразия 
Ws

± седлового 4-цикла. 
Фазовые портреты на рис. 3,в,г де-

монстрируют так называемую «final» 
бифуркацию («boundary crises»). В точ-
ке ΓFinal происходит контакт (аналог ка-
сания в гладких отображениях) между 
устойчивым Ws

± и неустойчивым Wu
± 

многообразиями седлового 4-цикла в 
точках негрубой гомоклинической ор-
биты. В результате этого хаотический 
аттрактор разрушается и исчезает, ста-
новясь хаотическим репеллером. 



Жусубалиев Ж. Т. , Рубанов В. Г. , Гольцов Ю. А.                            К расчету инвариантных многообразий ... 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2020; 24(3): 166-182 

175

Как показано на бифуркационной 
диаграмме (рис. 2,a), после «final» би-
фуркации остается только один аттрак-
тор – устойчивый 4-цикл. На бифурка-

ционной диаграмме ветка, обозначенная 
цифрой 1, отвечает устойчивому 4-
циклу, а цифрой 2 – седловому 4-циклу. 

  
    а)     б) 

 

 
    в)      г) 

Рис. 3. «Final» бифуркация: а, б – cосуществование хаотического аттрактора с устойчивым  
4 – циклом, Γ = 42.0; в, г – фазовые портреты, иллюстрирующие «boundary crises»  
в окрестности точка ΓН, где в – первый гомоклинический контакт, Γ = 42.1035;  
г – второй гомоклинический контакт, Γ = 42.129 

Fig. 3. “Final” bifurcation: a, б – coexistence of a chaotic attractor with a stable 4-cycle, Γ = 42.0;  
в, г – phase portraits illustration a boundary crises in the neighborhood of the point ΓН, where 
в – shows the first homoclinic contact, Γ = 42.103, and г – illustrates the second homoclinic 
contact, Γ = 42.129 
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Однако в действительности, при та-

ком переходе возникает кусочно-глад-
кое притягивающее множество, образо-
ванное неустойчивыми многообразия 
седлового 4-цикла и периодическими 
точками S4 и F4. Как можно видеть на 
рис. 3(a) и 3(б), инвариантные многооб-
разия Ws

±, Wu
± – кусочно-гладкие мно-

жества, имеющие «изломы» в точках их 
пересечения с «borders». Однако как на 
устойчивом Ws

±, так и на неустойчивом 
Wu

± многообразиях существуют изло-
мы, которые не являются точками пере-
сечения с «borders». Такие точки – это 
образы и прообразы точек пересечения 
Ws

±, Wu
± с «borders», соответственно. На 

рис. 2 и 3 образы «bor-ders» обозначены 
серым цветом.  

В качестве второго примера возь-
мем отображение класса (1), где  

 
 

1

2 2

11 1
( , ) ;

1 1
x

F x y
y







    
      

   

 
 

1 1

2 2

( , ) ;
x

F x y
y




 
 

  
    

  

 
 

1

1
2

1 1

2

1
( , ) ;

1

z

z

x
F x y

y
 
 

 
 





    
       

   

  .z y x
q



     

Области определения функций Fℒ, 
Fℳ и Fℛ: 

  1, : ,D x y x y q
      
 

  

  1, : ,D x y q x y q
       
 

  

  , : .D x y x y q    

Отображение описывает поведение 
системы импульсного управления элек-

троприводом мобильных роботов. Па-
раметры: 
α =0.85608833963, 0.42972135484 = ߚ, 
θ1 = 0.16543088193, θ2 = 0.030433786677, 
ϑ = 0.1839667801, q = 0.062136687407. 

Безразмерные переменные x, y свя-
заны с размерными величинами x1 и x2: 
x1 = 204.62891695(y – x); 
x2 =253.04326794x - 46.551555229y. 
Здесь x1 и x2 – ток якоря и угловая ско-
рость вращения якоря двигателя, соот-
ветственно. 

На рис. 4,а приведена однопарамет-
рическая бифуркационная диаграмма, 
рассчитанная в диапазоне изменения 
38.0< Γ <41.5. Бифуркационная диа-
грамма содержит две ветви. Одна ветвь 
начинается с устойчивого 5-цикла, ко-
торый возникает в области Γ < 38.0 в 
паре седловым 5-циклом через «border-
collision fold» бифуркацию. При увели-
чении Γ наблюдается классический кас-
кад бифуркаций удвоения периода, за-
вершающийся переходом к хаосу. При 
дальнейшем увеличении параметра хао-
тический аттрактор исчезает через «fi-
nal» бифуркацию, становясь хаотиче-
ским репеллером. В точке области ΓNS 
возникает замкнутая инвариантная кри-
вая из теряющей устойчивость непо-
движной точки через бифуркацию Ней-
марка-Сакера. В точке ΓFold на бифурка-
ционной диаграмме рождается пара 5-
циклов через седло-узловую бифурка-
цию. При дальнейшем увеличении Γ 
происходит захват (резонанс), когда ор-
бита на замкнутой инвариантной кри-
вой становится периодической.  
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а) 

  
          б)          в) 

Рис. 4. Рождение замкнутой инвариантной кривой: а – бифуркационная диаграмма;  
б – фазовый портрет резонансной замкнутой инвариантной кривой, Γ = 40.0;  
в – фазовый портрет для Γ = 41.0, где инвариантная кривая орбитой ࣝ с 
квазипериодической орбитой сосуществует с устойчивым 5-циклом 

Fig. 4. The birth of a closed invariant curve: a – bifurcation diagram; б – phase portrait of the resonant 
closed invariant curve, Γ = 40.0; в – phase portrait for Γ = 41.0, where an invariant curve with 
an orbit ࣝ with a quasiperiodic orbit coexists with a stable 5-cycle 

В результате этого возникает инвари-
антная кривая с резонансной структурой, 
образованная неустойчивыми многообра-
зиями седлового 5-цикла (рис. 4,б). 

При переходе через точку ΓН траек-
тории на инвариантной кривой стано-
вятся квазипериодическими. В области 
Γ > ΓН инвариантная кривая ࣝ с квазипе-

риодической орбитой сосуществует с 
устойчивым 5-циклом. Границей бассей-
нов притяжения сосуществующих ат-
тракторов являются устойчивые много-
образия седлового 5-цикла (рис. 4,в). 

Цель представленной статьи застав-
ляет нас ограничиться краткой инфор-
мацией о бифуркациях хаотических ат-
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тракторов и свойствах глобальных ин-
вариантных многообразий. За подроб-
ностями отсылаем к [8, 14, 27]. 

Выводы 

Описан численный метод расчета 
устойчивых инвариантных многообра-
зий кусочно-гладких отображений, мо-
делирующих импульсные системы ав-
томатического управления. Метод ба-
зируется на итерировании фундамен-
тальной области вдоль устойчивого 
подпространства собственных векторов 
матрицы Якоби, вычисленной в седло-
вой неподвижной точке. 

Основу метода составляет ориги-
нальный подход нахождения обратной 
функции, сущность которого состоит в 
сведении задачи к решению нелинейно-
го уравнения первого порядка. Такой 
подход исключает необходимость чис-
ленного решения систем нелинейных 
уравнений и преодоления сопутствую-
щих при этом вычислительных про-
блем. 

Приведены примеры исследования 
глобальной динамики кусочно-гладких 
отображений с мультистабильным по-
ведением. 
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