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Резюме 

Цель исследования. Исследование устойчивости колебаний импульсной системы управления электро-
приводом постоянного тока с целью обеспечения рабочих режимов с заданными динамическими харак-
теристиками. 
Методы. Анализ устойчивости периодических решений дифференциальных уравнений с разрывной правой 
частью сводится к задаче исследования локальной устойчивости неподвижных точек отображения.  
Результаты. Проведен анализ устойчивости в зависимости от напряжения питания электропривода и 
коэффициента усиления корректирующего звена в цепи обратной связи. Выявлено, что граница области 
устойчивости на плоскости варьируемых параметров имеет ярко выраженный экстремум в виде максимума в 
бифуркационной точке коразмерности два, называемой еще точкой резонанса 1:2. По одну сторону от этой 
точки область устойчивости ограничена линией бифуркации Неймарка-Сакера, а по другую – линией 
бифуркации удвоения периода. Это означает, что с изменением параметров радиус области устойчивости 
сначала растет, достигая максимума в точке резонанса 1:2, а затем уменьшается. Этот важный вывод 
можно использовать в оптимизационных расчетах. 
Заключение. Выполнен анализ устойчивости импульсной системы управления электроприводом постоянного 
тока, поведение которой описывается дифференциальными уравнениями разрывной правой частью. Задача 
поиска периодических решений дифференциальных уравнений сведена к задаче поиска неподвижных точек 
отображения. Неподвижные точки отображения удовлетворяют системе нелинейных уравнений, которая 
решалась численно методом Ньютона-Рафсона. Устойчивость периодических решений дифференциальных 
уравнений отвечает устойчивости неподвижных точек соответствующего отображения. Исследования 
проводились при вариации коэффициента усиления в цепи обратной связи и напряжения питания. Выявлено, 
что потеря неподвижной точки происходит через суперкритическую бифуркацию Неймарка-Сакера, когда при 
изменении параметров комплексно-сопряженная пара мультипликаторов выходит из единичного круга. Однако 
при увеличении напряжения питания граница бифуркации Неймарка-Сакера переходит в границу бифуркации 
удвоения периода в точке резонанса 1:2. 
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Abstract 

Purpose of reseach is Study of vibration stability of the impulse system of direct current electric drive in order to 
ensure operating modes with specified dynamic characteristics. 
Methods. The stability analysis of periodic solutions of differential equations with discontinuous right-hand side is 
reduced to the problem of studying local stability of fixed map points. 
Results. The analysis of stability is carried out depending on the supply voltage of the electric drive and the gain of 
the correcting link in the feedback circuit. It is revealed that the boundary of the stability region on the plane of the 
variable parameters has a pronounced extremum in the form of a maximum at the bifurcation point of codimension 
two, also called the resonance point 1: 2. On one side of this point, the stability region is bounded by the Neimark-
Sacker bifurcation line, and on the other, by the period-doubling bifurcation line. This means that with a change in the 
parameters, the radius of the stability region first increases, reaching a maximum at the resonance point 1: 2, and 
then decreases. This important conclusion can be used in optimization calculations. 
Conclusion. The analysis of the vibration stability of the impulse system of direct current electric drive, the behavior 
of which is described by differential equations of the discontinuous right-hand side, is carried out. The problem of 
finding periodic solutions to differential equations is reduced to the problem of finding fixed points of the map. The 
fixed points of the map satisfy a system of nonlinear equations, which was solved numerically by the Newton-
Raphson method. The stability of periodic solutions of differential equations corresponds to the stability of fixed points 
of the corresponding map. The studies were carried out with variation of the gain in the feedback circuit and the 
supply voltage.  It is revealed that the loss of a fixed point occurs through the supercritical Neimark-Sacker 
bifurcation, when the complex-conjugate pair of multipliers leaves the unit circle when the parameters change. 
However, with an increase in the supply voltage, the Neimark-Saker bifurcation boundary passes into the period-
doubling bifurcation boundary at the 1: 2 resonance point. 

 
Keywords: electric drive automatic control system; pulse-width modulation; stability of periodic modes; piecewise 
smooth maps; Neimark-Sacker bifurcation; period doubling bifurcation; 1: 2 resonance point. 
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Введение 

Одна из основных особенностей им-
пульсных систем автоматического уп-
равления – это колебательный режим 
работы с частотой модуляции, обуслов-
ленный импульсным характером преоб-
разования энергии. Поэтому ключевой 
задачей при их проектировании являет-
ся обеспечение устойчивости периоди-
ческих режимов с заданными динами-
ческими характеристиками в широком 
диапазоне вариации параметров и при 
воздействии помех [1,2]. 

Потеря устойчивости может приво-
дить к различным нелинейным явлени-
ям, таким как возникновение субгармо-
нических колебаний, хаотических и ква-
зипериодических режимов. В результа-
те этого снижается точность регулиро-
вания скорости электропривода, на не-
сколько порядков увеличивается ам-
плитуда колебаний момента двигателя и 
угловой скорости вращения якоря. По-
этому исследование устойчивости пе-
риодических режимов при проектиро-
вании конкретного класса импульсных 
систем автоматического управления яв-
ляется важной задачей. 

В качестве конкретного объекта для 
исследований в работе рассматривается 
математическая модель импульсной си-
стемы управления электроприводом по-
стоянного тока [3]. Такая система опи-
сывается неавтономными дифференци-

альными уравнениями с разрывной пра-
вой частью [1,2]. С целью упрощения ис-
следований математическая модель при-
ведена к так называемой канонической 
форме [1,2], допускающей численно-
аналитический анализ решений исходной 
системы дифференциальных уравнений. 

Сложность решения поставленной 
задачи обусловлена следующими об-
стоятельствами. Во-первых, для анализа 
устойчивости в нелинейных системах 
надо предварительно найти искомое пе-
риодическое движение, например, пу-
тем решения краевой задачи для обык-
новенных дифференциальных уравне-
ний [2]. При этом важно, чтобы вы-
бранный численный метод позволял 
находить как устойчивые, так и неус-
тойчивые режимы. Таким образом, за-
дачи поиска периодических режимов и 
исследования их локальной устойчивости 
в нелинейных системах неразрывны. 

Во-вторых, импульсные системы ав-
томатического управления обычно опи-
сываются дифференциальными уравне-
ниями с разрывными правыми частями. 
Существующая теория устойчивости, 
разработанная для гладких дифферен-
циальных уравнений, не применима для 
таких уравнений.  

Поэтому возможны два пути реше-
ния этой задачи: использовать теорию  
устойчивости разрывных систем [2,4, 
5,6], для применения которой в практи- 
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ческих задачах требуется специальная 
подготовка, или применить методы со-
временной бифуркационной теории ку-
сочно-гладких отображений. 

В представленной работе для ана-
лиза устойчивости выбран второй путь, 
а именно, полученные дифференциаль-
ные уравнения с разрывной правой ча-
стью в безразмерной форме сведены к 
кусочно-гладкому непрерывному отоб-
ражению. Тогда задача поиска перио-
дических решений дифференциальных 
уравнений упрощается за счёт того, что 
отпадает необходимость решения слож-
ной краевой задачи для уравнений с 
разрывной правой частью. В итоге эта 
задача сводится к задаче поиска непо-
движных точек отображения, а устой-
чивость периодических решений диф-
ференциальных уравнений отвечает ус-
тойчивость неподвижных точек соот-
ветствующего отображения. Неподвиж-
ные точки полученного отображения 
удовлетворяют системе нелинейных 
уравнений, которые решались численно 
методом Ньютона-Рафсона. 

Проведен анализ устойчивости в 
зависимости от напряжения питания и 
коэффициента усиления корректирую-
щего звена в цепи обратной связи. 

Выявлено, что граница области ус-
тойчивости на плоскости варьируемых 
параметров имеет ярко выраженный 
экстремум в виде максимума в бифур-
кационной точке коразмерности два, 
называемой еще точкой резонанса 1:2 
[7]. По одну сторону точки коразмерно-
сти два область устойчивости ограни- 
 

чена линией бифуркации Неймарка-
Саккера [7], а по другую – линией би-
фуркации удвоения периода.  

Материалы и методы 

Назначение рассматриваемой систе-
мы состоит в том, чтобы автоматически 
поддерживать скорость электропривода 
на заданном уровне или автоматически 
осуществлять слежение за задающим 
сигналом, закон изменения которого 
определяется конкретной задачей уп-
равления работой производственных 
механизмов. Как было отмечено во вве-
дении, основная цель исследований за-
ключается в построении области устой-
чивости рабочих режимов в простран-
стве параметров. 

На рис. 1 представлена схема заме-
щения этой системы [3]. Здесь VT  – по-
лупроводниковый преобразователь, VD  – 
обратный диод, 0E  – источник посто-
янного напряжения. Объектом управле-
ния является электродвигатель посто-
янного тока M . В качестве датчика об-
ратной связи используется тахогенера-
тор VS , определяющий угловую ско-
рость вращения якоря  . Регулятор со-
стоит из усилителя сигнала ошибки 

2DA  и источника опорного напряжения 

refV . Величина refV  пропорциональна 

значению угловой скорости  . Моду-
лятор включает в себя компаратор 1D A , 

устройство выборки-хранения S H , ге-

нератор тактовых импульсов clockV  и 
формирователь пилообразного сигнала 

 rampV t . 
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Рис. 1. Схема замещения системы управления 

Fig. 1. Equivalent circuit of the control system 

 

Поведение такой системы согласно 
схеме замещения, приведенной на рис. 1, 
описывается неавтономными диффе-
ренциальными уравнения с разрывной 
правой частью [3] 

0
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c2

R C Edx = x x +
dt L L L

C Mdx = x
dt J J





 
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        (1) 

где    F
1K 1
2 k ramp= sign ξ V t  ,  

  /k t=a t aξ = ξ t |   
, 

    ref 2ξ t = α V βx t  ;  

   0 / /ramp
VV t = t a t a
α

    . 

Здесь 1x  – ток якоря яi ; 2x  – угло-

вая скорость вращения якоря  ; яL  и 

яR  – соответственно, суммарная индук-

тивность и сопротивление якорной цепи 

двигателя; C  – постоянная двигателя; 

J  – момент инерции, приведённый к 
валу двигателя; cM  – статический мо-

мент на валу двигателя.  
В отличие от системы, рассмотрен-

ной в [3], в представленной работе ис-
следуется система с широтно-импуль-
сной модуляцией первого рода [1]. В (1) 
  и FK  – соответственно, сигналы на 

входе и на выходе модулятора; t a    – 

функция, выделяющая целую часть ар-
гумента t a ; 2sV x   – выходное на-

пряжение тахогенератора VS , где   – 
чувствительность датчика скорости; 

refV , 0V  – сигнал задания и опорный 

сигнал модулятора;   – коэффициент 
усиления корректирующего звена 2DA ; 

a  – период следования импульсов так-
тового генератора. 
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Для выбранных значений парамет-
ров собственные значения 1λ  и 2λ мат-

рицы коэффициентов системы (1) дей-
ствительны и отрицательны [1,2]: 

2 2

1 22 4
я я

я я я

R R Cλ =
L L J L

  
 

;  

2 2

2 22 4
я я

я я я

R R Cλ =
L L J L

  
 

. 

От переменных 1x , 2x  перейдем к 

безразмерным переменным x , y  с по-
мощью замены [2]: 

 
0 2 1

1
1 2 1 2

я я я я

я

E λ +R L λ +R Lx = x y
L λ λ λ λ

 
   

,  

 
0

2
2 1 1 2я

E C x yx =
J L λ λ λ λ

  
    

.         (2) 

Подставив (2) в (1) и разрешив (1) 
относительно производных, получим [2] 

 F 1K1x = λ x +Ω ;  

 F 2K2y = λ y + Ω ,          (3) 

  F
1K 1
2 k= sign ξ ,  k kξ φ η t  ,  

k k kφ νy x +q  ,  

   Pη t = t a t a
α

    ,  

 kx = x ka ,  ky = y ka , 0,1,2,...k  . 
 

Здесь  
 0 2 1

2 0
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0
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
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 2
0 1

c

я я

M CΩ =
E J λ +R L



 
. 

Уравнения (3) были сведены к ку-
сочно-гладкому отображению [2] 
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P α
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где k k kφ νy x +q  . 

Результаты и их обсуждение 

Напомним, что рабочий режим рас-
сматриваемой системы – вынужденные 
периодические колебания с периодом 
модуляции. 

Потеря устойчивости этого режима 
при вариации параметров может приво-
дить к возникновению субгармониче-
ских колебаний или квазипериодиче-
ских режимов, а при определенных ус-
ловиях и к хаотизации колебаний. В ре-
зультате этого снижается точность ре-
гулирования скорости электропривода, 
на несколько порядков увеличивается 
амплитуда колебаний тока якоря и уг-
ловой скорости, что снижает показатели 
качества управления. 

Исследования проводились при сле-
дующих значениях параметров [3] 

0,53яR  Ом, 30,53 10яL   Гн;  

0,362C  В·с, 0,001884J кг·м2;  

10cM  Н·м; 3refV  В; 0 10V  В;  

0,0318 В/с; 0,001a  ; 0 100E  В;  

0 120  . 
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В качестве варьируемых параметров 

были выбраны напряжение питания 0E  и 

коэффициент усиления  . Напомним, 
что вынужденным периодическим коле-
баниям с периодом модуляции отвечает 
неподвижная точка отображения (4). 

На рис. 2,а приведена однопарамет-
рическая бифуркационная диаграмма, 
рассчитанная в диапазоне изменения 
коэффициента усиления 34,0 40,0   

и 0 35,0E  , а на рис. 2,б изображена за-

висимость комплексно-сопряженной па-

ры мультипликаторов 1,2ρ μ ± i γ   не-

подвижной точки от   (годограф муль-
типликаторов). 

Как можно видеть из графиков 

1,2ρ = μ ± i γ , при NS<   существует ус-

тойчивая гиперболическая неподвиж-ная 
точка: мультипликаторы 1,2ρ = μ ± i γ  

находятся внутри единичного круга, так 

как 2
1,2 12ρ = μ +γ < . Такая неподвиж-

ная точка называется устойчивым фо-
кусом. 

 

  

   а)       б) 

Рис. 2. Бифуркация Неймарка-Сакера: а – бифуркационная диаграмма; б – годограф 

комплексно-сопряжённой пары мультипликаторов, где 1,2ρ  – модуль мультипликаторов

1,2ρ = μ ± i γ  

Fig. 2. Neimark-Sacker bifurcation: a – bifurcation diagram; б – hodograph of a complex conjugate 

pair of multipliers, where 1,2ρ  is the modulus of multipliers 1,2ρ = μ ± i γ  

В точке NS   комплексно-

сопряженная пара мультипликаторов 

1,2ρ = μ ± i γ  выходит на границу еди-

ничного круга: 2
1,2 12ρ = μ +γ = . В 

этом случае говорят, что неподвижная 
точка становится негиперболической. 

Для анализа устойчивости таких инва-
риантных множеств линейная теория, 
которую мы используем, не работает, 
поскольку для негиперболических не-
подвижных точек поведение траекторий 
линеаризованной и исходной системы 
может быть принципиально различным. 
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Но эта неподвижная точка негрубая: 
малое шевеление параметров превраща-
ет негиперболическую неподвижную 
точку в гиперболическую. Можно пока-
зать, что негиперболическая неподвиж-
ная точка с комплексно-сопряженной 
парой мультипликаторов, лежащих на 
границе единичного круга, является 
асимптотически устойчивой. 

Заметим, что границей области ус-
тойчивости являются те значения пара-
метров, при которых неподвижная точ-
ка оказывается негиперболической. Как 
показано на рис. 2,б, при дальнейшем 
увеличении параметра   комплексно-
сопряженная пара мультипликаторов 

1,2ρ = μ ± i γ  выходит из единичного 

круга: 2
1,2 12ρ = μ +γ > . В результате 

этого неподвижная точка становится 
неустойчивым фокусом. 

Потеря устойчивости приводит к 
мягкому рождению двухчастотных ква-
зипериодических колебаний (как пока-
зано на рис. 2,а. Таким колебаниям в 
фазовом пространстве отображения от-
вечает замкнутая инвариантная кривая. 
Такой переход называется суперкритиче-
ской бифуркацией Неймарка-Саккера [7].  

В области параметров с квазипери-
одической динамикой существуют окна 
с периодической динамикой, отвечаю-
щие явлению захвата частот или резо-
нансу, когда движение на замкнутой 
инвариантной кривой становится пери-
одическим. На рис. 2,а хорошо видна 
область резонансного периодического  
 

режима с периодом 14. Этим областям в 
пространстве параметров отвечают так 
называемые языки Арнольда [7–15]. 

Как показали исследования, при ва-
риации параметров граница бифурка-
ции Неймарка-Сакера переходит в ли-
нию бифуркации удвоения периода в 
точке коразмерности два, где оба муль-
типликатора обращаются в минус еди-
ницу 1 2 1,0ρ ρ =  . Это так называемая 

точка резонанса 1:2, где выполняются 
два бифуркационных условия – бифур-
кации Неймарка-Сакера [7] и бифурка-
ции удвоения периода [7,16–21]. 

На рис. 3 показаны бифуркационные 
кривые на плоскости параметров (E0, ). 
Область устойчивости неподвижной точ-
ки расположена слева этих кривых. Ли-
ния бифуркации Неймарка-Сакера пере-
ходит в линию бифуркации удвоения пе-
риода в точке коразмерности два, назы-
ваемой точкой резонанса 1:2. 

На рис. 4,а показана бифуркационная 
диаграмма зависимости мультипликато-
ров до точки резонанса 1:2 при E0=80 B. 
На этом участке потеря устойчивости 
приводит к возникновению двухчастот-
ных квазипериодических колебаний. На 
рис. 4,б хорошо виден момент выхода 
комплексно-сопряжённых мультиплика-
торов за границу единичного круга. В той 
части границы, расположенной выше 
точки резонанса 1:2, потеря устойчиво-
сти, когда один из мультипликаторов вы-
ходит из единичного круга через –1, при-
водит к удвоению периода колебаний 
(рис.5,а,б). 
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Рис. 3. Бифуркационная диаграмма на плоскости параметров (α, E0 ) 

Fig. 3. Bifurcation diagram in the (α, E0 ) parameter plane 
 
 

 

 
  

   а)       б) 

Рис. 4. Динамика вблизи точки резонанса 1:2: а – бифуркационная диаграмма,  
E0 = 80 В; б – годограф мультипликаторов 

Fig. 4. Dynamics near the resonance point 1:2: a – bifurcation diagram, E0 = 80 В,  
б – hodograph of multipliers 
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   а)       б) 

Рис. 5. Бифуркация удвоения периода: а – бифуркационная диаграмма; б – годограф 
мультипликаторов 

Fig. 5. Period-doubling bifurcation: a – bifurcation diagram; б – hodograph of multipliers 

 
Отметим, что с увеличением напря-

жения питания радиус области устой-
чивости по коэффициенту усиления 
растет, достигая максимума в точке ре-
зонанса 1:2, а затем уменьшается. Этот 
важный вывод можно использовать в 
оптимизационных расчетах. 

Выводы 

В представленной работе исследо-
вана устойчивость импульсной системы 
автоматического управления электропри-
водом постоянного тока, описываемой 
дифференциальными уравнениями с раз-
рывной правой частью. Уравнения дви-
жения приведены к так называемой ка-
нонической форме, допускающей чис-
ленно-аналитический анализ решений. 
Полученные дифференциальные урав-
нения в безразмерной форме сведены к 
двумерному кусочно-гладкому непре-
рывному отображению. 

Задача поиска периодических ре-
шений дифференциальных уравнений 
сведена к задаче поиска неподвижных 

точек двумерного отображения. Непо-
движные точки этого отображения удо-
влетворяют системе нелинейных урав-
нений, которая решалась численно ме-
тодом Ньютона-Рафсона. Устойчивость 
периодических решений дифференци-
альных уравнений отвечает устойчи-
вость неподвижных точек соответству-
ющего отображения.  

Выполнены исследования устойчи-
вости периодических режимов в зави-
симости от коэффициента усиления в 
цепи обратной связи и напряжения пи-
тания. Выявлено, что потеря неподвиж-
ной точки отображения происходит че-
рез бифуркацию Неймарка-Сакера, ко-
гда при вариации параметров ком-
плексно-сопряженная пара мультипли-
каторов выходит за границу единичного 
круга. Однако при увеличении напря-
жения питания граница бифуркации 
Неймарка-Сакера переходит в границу 
бифуркации удвоения периода в точке 
резонанса 1:2. 
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