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Резюме 

Цель работы. Исследование бифуркаций в бимодальных кусочно-гладких отображениях с использованием 
кусочно-линейного непрерывного отображения в качестве нормальной формы. 
Методы. Мы предлагаем методикy определения параметров нормальной формы на базе линеаризации 
кусочно-гладкого отображения в окрестности критической неподвижной точки. 
Результаты. На плоскости параметров численно и аналитически построена область устойчивости непо-
движной точки. Показано, что эта область ограничена двумя бифуркационными кривыми: линиями класси-
ческой бифуркации удвоения периода и «border collision» бифуркации. Предложена методика определения 
параметров нормальной формы как функции параметров кусочно-гладкого отображения. Проведен анализ 
«border-collision» бифуркаций с использованием кусочно-линейной нормальной формы. 
Заключение. Выполнен бифуркационный анализ кусочно-гладкого необратимого бимодального отображения 
класса Z1–Z3–Z1, моделирующего динамику системы управления с импульсной модуляцией. Предложена 
методика расчёта параметров кусочно-линейного непрерывного отображения, используемого в качестве 
нормальной формы. Рассчитаны основные бифуркационные переходы при выходе из области устойчивости 
как с использованием исходного отображения, так и с помощью кусочно-линейной нормальной формы. 
Численно доказана топологическая эквивалентность этих отображений, указывающая на достоверность 
результатов расчёта параметров нормальной формы. 
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Abstract 

Purpose of reseach. Studyof bifurcations in piecewise-smooth bimodal maps using a piecewise-linear continuous 
map as a normal form. 
Methods. We propose a technique for determining the parameters of a normal form based on the linearization of a 
piecewise-smooth map in a neighborhood of a critical fixed point.  
Results. The stability region of a fixed point is constructed numerically and analytically on the parameter plane. It is 
shown that this region is limited by two bifurcation curves: the lines of the classical period-doubling bifurcation and 
the “border collision” bifurcation. It is proposed a method for determining the parameters of a normal form as a 
function of the parameters of a piecewise smooth map. The analysis of "border-collision" bifurcations using 
piecewise-linear normal form is carried out. 
Conclusion. A bifurcation analysis of a piecewise-smooth irreversible bimodal map of the class Z1–Z3–Z1 modeling 
the dynamics of a pulse–modulated control system is carried out. It is proposed a technique for calculating the 
parameters of a piecewise linear continuous map used as a normal form. The main bifurcation transitions are 
calculated when leaving the stability region, both using the initial map and a piecewise linear normal form. The 
topological equivalence of these maps is numerically proved, indicating the reliability of the results of calculating the 
parameters of the normal form. 
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*** 
 

Введение  

Многие задачи из механики, физи-
ки, силовой электроники, теории управ-
ления, экономики и биологии приводят 
к исследованию одномерных необрати-

мых кусочно-гладких бимодальных ото-
бражений (рис. 1) [1- 6]:  
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Здесь ( )F xL , ( )F xM , ( )F xR  – гладкие 

функции класса rC , 1r  . Напомним, 
что такие отображения имеют два ло-
кальных экстремума в точках недиффе-
ренцируемости – максимум cL и мини-

мум cR  (рис. 1), которые являются гра-

ницами («borders») областей определе-
ния ( )F xL , ( )F xM и ( )F xR  [1-6] и назы-

ваются точками совпадающих прообра-
зов ранга один [6] или многообразиями 
переключения («switching manifold») [6, 
7]. В точках x c L  и x c R функция 

( )F x  недифференцируема. 
Локальные экстремумы отобража-

ются в критические точки 0 ( )c F c LL , 

1 ( )c F c R R , являющиеся образами ранга 

один точек cL  и cR , соответственно. Точ-

ки c0 , 1c  делят фазовое пространство (фа-
зовую прямую x ) на три открытые 
области  1 1:Z x x c  ,  1 0:Z x x c    и 

 3 1 0:Z x c x c   , такие, что каждая 

точка 1x Z  и 1x Z  имеет только один 

прообраз ранга один, а точки 3x Z  — 
три прообраза ранга один [6, 7]. 

В кусочно-гладких отображениях воз-
можны разные типы неподвижных то-
чек. Очевидно, что неподвижная точка 
конкретного типа, удовлетворяющая 
уравнению 

( ) 0,F x x   
существует только в области определе-
ния соответствующей функции. 

При вариации параметров, непо-
движная точка попадает на одну из гра-
ниц cL  или cR , разделяющей области 

определения функций ( )F xL , ( )F xM  или 

( )F xM , ( )F xR  (рис. 1). Это приводит к 

специфическим изменениям топологи-
ческой структуры фазового простран-
ства из-за нарушения условия суще-
ствования неподвижной точки [8, 9]. 
Подобные топологические перестройки 
фазового пространства названы Nus- 
se H. E. и Yorke J. A. «border collision» 
бифуркациями [10-12]. 

 
Рис. 1. Бимодальное кусочно-гладкое отображение 

Fig. 1. Piecewise-smooth bimodal map 
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«Border collision» бифуркации мо-

гут приводить к чрезвычайно большому 
многообразию нелинейных явлений, на-
пример, к удвоению периода колеба-
ний, одновременному возникновению 
нескольких сосуществующих аттракто-
ров или рождению из неподвижной 
точки хаотического аттрактора [2, 3, 4, 
6, 10-16]. 

В представленной работе исследу-
ются бифуркационные явления в кусоч-
но-гладких отображениях класса Z1–Z3– 
–Z1 [2, 7] в приложении к теории авто-
матического управления. Сначала мы 
рассчитываем область устойчивости 
неподвижных точек, а затем, изучаем 

«border collision» бифуркации, связан-
ные со столкновением инвариантных 
множеств, например, неподвижных то-
чек с границами области их существо-
вания [2, 4, 6, 8-12]. Для этой цели мы 
используем кусочно-линейное непре-
рывное отображение в качестве нор-
мальной формы [2, 6, 9, 17, 18]. Основ-
ная задача при таком подходе состоит в 
определении параметров нормальной 
формы в зависимости от параметров 
исходной модели [19]. 

Материалы и методы 

Рассмотрим отображение :F    
вида 
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           (1) 

Отображение (1) является дискрет-
ной моделью системы автоматического 
управления с широтно-импульсной мо-
дуляцией [4, 20]. 

Здесь x  – фазовая переменная;   – 
коэффициент затухания; q , P  – норми-
рованные сигнал задания и амплитуда 
опорного сигнала широтно-импульсно-
го модулятора;   – коэффициент уси-
ления;   – параметр, связанный с пара-
метрами источника энергии. 

Функция ( )z x , заданная неявно 
уравнением 

( , ) 1 ( 1) 0,zq Pz x x e z


     
 

      (2) 

определяет величину относительной дли-
тельности импульсов управления со-
гласно модуляционной характеристике. 
Параметры модели: 20P  ; 40q  ;

0,2   ; 0   , 0   – варьируемые 
параметры. 

Одна из основных задач при проек-
тировании импульсных систем автома-
тического управления состоит в расчёте 
области устойчивости рабочих режимов 
в пространстве параметров. Рабочим 
режимом рассматриваемого класса им-
пульсных систем являются периодиче-
ские колебания с периодом модуляции, 
которые отвечают неподвижной точке 
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отображения (1). При изменении пара-
метров могут возникать субгармониче-
ские колебания или хаотические режи-
мы в результате потери устойчивости 
или нарушения условия существования 
неподвижной точки.  

Как показано в [4], область устой-
чивости неподвижной точки отображе-
ния (1) ограничена двумя бифуркаци-
онными кривыми: линией классической 
бифуркации удвоения периода и линией 
«border collision» бифуркации. 

Для расчёта границы бифуркации 
удвоения периода воспользуемся алго-
ритмом, основанным на поиске перио-
дических режимов методом уравнений 
периодов. Неподвижная точка отобра-
жения (1), отвечающая периодическому 
режиму с периодом модуляции, удовле-
творяет уравнениям: 

(1 )

1 ( 1) 0;

( 1) 0.

z

z

q Px e z

e x e x



 




      
    

        (3) 

Первое уравнение этой системы – 
уравнение для коэффициента заполне-
ния импульса z. Второе уравнение – это 
условие периодичности.  

Переменную x в (3) можно исклю-
чить. Для этого из второго уравнения 
(3) выразим x и подставим в первое. В 
результате, получим трансцендентное 
уравнение относительно z: 

1( ) 0, 0 1.
1

zq e Pz z z
e







     
  

  (4) 

Уравнение (4) называется уравнени-
ем периодов для неподвижной точки [4, 
17]. Пусть *z  — наименьший неотрица-

тельный корень (4). Тогда неподвижная 
точка *x  находится по формуле [17]  

*(1 )

* .
1

ze ex
e

 



 



 

Локальная устойчивость *x  опреде-

ляется неравенством 

*1 ( ) 1,F x  M  

где  
( ) ( ) ( , ) /( ) ; .

( , ) /
F x F x z z z x xF x

x z x x z x z



         
     
M M

M  

Отсюда 

( ) .
( 1)z

eF x e Pe x











  
 



M  

Производная *( )F xM  называется 

мультипликатором неподвижной точки. 
Граница бифуркации удвоения периода 
отвечает тем значениям параметров, 
при которых неподвижная точка *x  ста-

новится негиперболической с мульти-
пликатором *( ) 1F x  M . Это негрубое 

состояние (бифуркационное). Как из-
вестно, устойчивость негиперболиче-
ской неподвижной точки с мультипли-
катором −1 определяется знаком про-
изводной Шварца:  

 2
* * *

3( ) ( ) ( ) .
2

SF x F x F x  M M M  

Неподвижная точка асимптотиче-
ски устойчива, если *( ) 0,SF x M  и не-

устойчива, если *( ) 0.SF x M  При пере-

ходе через бифуркационное значение 
параметра происходит удвоение перио-
да колебаний, а неподвижная точка 
продолжает существовать, но становит-
ся неустойчивой.  
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В зависимости от знака производ-

ной Шварца различают два типа бифур-
каций удвоения периода: суперкритиче-
скую, если *( ) 0,SF x M  и субкритиче-

скую, если *( ) 0.SF x M  Субкритическая 

называется ещё «опасной» или «жёст-
кой», поскольку при переходе бифурка-
ционного значения параметра происхо-
дит внезапная (жёсткая) смена характе-
ра динамики.  

Дополнив уравнение (4) условием 
нарушения гиперболичности неподвиж-
ной точки, связанного с обращением 
мультипликатора в −1, получим 

1 0;
1

/ 1.
1

z

z

q e P z
e

e e Pe e
e





 
 





 


 
    

           

 (5) 

Граница классической бифуркации 
удвоения периода FLIPL  рассчитана чис-

ленным решением системы (5). Линию 
бифуркации «border collision» можно 
получить аналитически из условия по-
падания неподвижной точки *x  на ле-

вую границу области определения 
( )F xM  [16]: 

* 1 .q Px c e e 


        

L  

Окрестность правой границы ( )F xM  

требует отдельного обсуждения. Это мы 
сделаем в заключительной части работы. 

Прежде чем продолжить изложе-
ние, остановимся чуть подробнее на 
решении этой задачи следуя [17]. Из (4) 

видно, что функция ( )z  монотонно 
убывающая. Отсюда, для существова-
ния решения уравнения (4) достаточно 
выполнения условия (0) (1) 0   , т.е. 

1 0.q P q


        
 

Так как / 0q  , то это неравенство 
эквивалентно  

1 0.q P


  
 

 

Если 

1 0,q P


  
 

 

то уравнение (4) не имеет решения, что 
отвечает нарушению условия сущест-
вования неподвижной точки *x . Непо-

движная точка *x  попадает на границу 

области определения ( )F xM  только при 

тех значениях параметров, которые 
удовлетворяют  

1 0.q P


  
 

 

Отсюда, искомая бифуркационная 
граница [10]: 

 , : 1 0 .BCB
q P




      
  

L       (6) 

Изложенная здесь методика полу-
чения BCBL  в точности совпадает с той, 

которая представлена в [17] для на-
хождения «border-collision» границы 
рождения замкнутой инвариантной кри-
вой в двумерном кусочно-гладком ото-
бражении и расчёта параметров дву-
мерной нормальной формы.  
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Рис. 2. Двупараметрическая бифуркационная 

диаграмма на плоскости ,   

Fig. 2. Two-dimensional bifurcation diagram in 
the parameter plane ,   

На рис. 2 приведена двупараметри-
ческая бифуркационная диаграмма, на 
которую нанесены бифуркационные гра-
ницы FLIPL  и BCBL , где 1  – область 

устойчивости неподвижной точки FM; 

0  – область устойчивости неподвиж-

ной точки FL ; 2  – область устойчиво-

сти 2-цикла и   – область нерегуляр-

ных колебаний. Линия бифуркации уд-
воения периода FLIPL  опирается на гра-

ницу BCBL  в точке 0P  коразмерности два. 

Координаты точки 0 0 0( , )P   : 

0 0
(1 ) (1 ), .

1
P e e q e

q e e e

  

  




 
    

   
      

Результаты и их обсуждение 

Задачей бифуркационного анализа 
с точки зрения практики является выде-
ление участков границы области устой-
чивости, отвечающих субкритическим 

(опасным) бифуркациям. Для участка 

FLIPL , где реализуется классическая би-

фуркация удвоения периода, эта задача 
решается тривиально.  

Что касается границы «border col-
lision» BCBL , то динамика здесь гораздо 

сложнее, чем при переходе через линию 

FLIPL . Для прогнозирования нелинейных 

явлений, вызванных «border collision», в 
одномерных кусочно-гладких непре-
рывных отображениях часто использу-
ют кусочно-линейное непрерывное ото-
бражения в качестве нормальной фор-
мы [3, 6, 9, 18, 19]. Подход основан на 
следующем утверждении [6, 18] (см. 
также [8, 9]). 

Утверждение. Рассмотрим семей-
ство одномерных кусочно-гладких не-
прерывных отображений :F I I , 
I  �, зависящих от параметра   и 
определяемое 

( , ).x F x                                (7) 

Пусть cB  – многообразие переклю-

чения («border») отображения (7). По-
требуем, что x c B  при некотором cB  и, 

чтобы для этого же самого значения cB  

выполнялось условие  

*( , ) 0.F c c  B B  

Определим  

* ** *

0 0

( , ) ( , ), .
x c x c

F x F x
x x
  

   

 
 

 
B B

L R  

Тогда в общем случае, «border 
collision» бифуркация, возникающая в (7) 
при *  , та же самая, что и в кусочно-

линейном отображении («skew tent map») 
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( ),
, если 0;

( )
, если 0

x f x
x x

f x
x x

 
 

 
   

L

R


         (8) 

при 0   для * *( , ) ( , )   L R L R . 

Заметим, что здесь рассматривают-
ся «border collision» бифуркации, воз-
никающие в точке 0  , когда бифур-

кационный параметр   меняет знак с 

«минуса» на «плюс» или наоборот. В 
общем случае в качестве бифуркацион-
ного можно выбрать любой из трех па-
раметров L , R ,   [6, 18].  

Далее покажем, что все параметры 
нормальной формы (8) являются функ-
циями параметров отображения (1) и об-
ладают желаемой степенью гладкости. 

Начнем с небольшого предвари-
тельного замечания. Мультипликатор 

*( )F x e L неподвижной точки *x c L , 

где 1 ,q Pc e e 


       

L  

удовлетворяющей ( ) 0,F x x L  всегда 

*0,0 ( ) 1,0F x L  и, следовательно, *x  

устойчива. Несложно показать, что на 
линии BCBL  неподвижная точка *x  равна

* 1,0x c L . Мультипликатор другой 

неподвижной точки *x c R , которая 

есть корень уравнения ( ) 0F x x R , ра-

вен той же величине *( )F x e R . Одна-

ко решение этого уравнения должно удо-
влетворять еще и условию / 0,0q  . Но 
это условие относится ко второй «bor-
der-collision» бифуркационной границе. 
С другой стороны, очевидно, что 

/ 0,0q   только тогда, когда ,    
что физически нереализуемо. Это озна-
чает, что в рассматриваемой модели 
«border collision» бифуркации возника-
ют, когда неподвижная точка пересека-
ет многообразие переключения cL , от-
вечающей границе, разделяющей обла-
сти определения функций ( )F xL  и 

( )F xM . Но в случае периодических ор-
бит, надо рассматривать обе границы.  

Положив ,c cB L  найдем: 

0 0

( , )( , ) ,
x c x c

F xF x e
x x


   


  

 
B B

L
L                                  (9) 

0 0

( , )( , ) ,
x c x c

F xF x ee
x x P


  


   

 
   

 
B B

M
R  

*
*

* *

*

0, если ;
( , ) ( ), где 0, если ;

0, если ,

F x
  


     


  

 
    

   

 

2

( , ) 0.F x P
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Коэффициенты L  и R  рассчиты-

ваются для значений  и  , лежащих на 
линии BCBL , т.е. удовлетворяющих  

1 0.q P


  
 

 

Фазовое пространство отображения 
(8) делится на две области 

 : 0x x L =  ;  : 0x x R =  . Не-

подвижные точки в областях L  и R  

* *0 и 0.
1 1

x x 
 

   
 L R

L R

 

Поскольку «border collision» би-
фуркация возникает при 0  , то в 

точке бифуркации получаем * * 0.x x L R  

Устойчивость *xL/ R  определяется коэф-

фициентами L , R : неподвижная точ-

ка *xL/ R  устойчива, если 1, 0 L/ R  и 

неустойчива, если 1, 0 L/ R . Класси-

фикация возможных бифуркаций в (8) и 
детальная бифуркационная диаграмма 
на плоскости параметров ( , ) L R  при-

ведены в [6, 9, 18]. 
Из (9) видно, что коэффициент L  

не зависит от параметров ,   отобра-

жения (1): 0,81873e  L  (см. (9)). На 

участке границы BCBL , расположенном 

слева от точки 0P , угловой коэффици-

ент R  по абсолютной величине мень-

ше единицы. Так как в этом случае 

1, 0 L/ R , то «border collision» пере-

ход называется «persistence» [13], озна-

чающий то, что устойчивая неподвиж-
ная точка одного типа переходит в 
устойчивую неподвижную точку друго-
го типа (в [8, 9] он назван бифуркацией 
«простого изменения типа решения»). 

На другом участке BCBL , располо-

женном справа от 0P , параметр 

1,0. R  В этом случае, в зависимости 

от величины R  можно наблюдать 

большое многообразие нелинейных яв-
лений, например, удвоение или умноже-
ние периода колебаний, рождение мно-
гополостного хаотического аттрактора в 
результате единственной бифуркации (за 
подробностями отсылаем к [6, 18]).  

В заключение нашего обсуждения 
приведём несколько иллюстративных 
примеров, показывающих роль нор-
мальной формы (8) в прогнозировании 
нелинейных явлений в кусочно-гладком 
отображении (1). 

На рис. 3,а приведена бифуркаци-
онная диаграмма, иллюстрирующая би-
фуркацию удвоения периода при пере-
ходе из области 0  в область 2  через 

границу BCBL  при 6,7  . На рис. 3,б 

показаны результаты исследований с по-
мощью нормальной формы (8) для 

1,21172  R . Значение коэффициента 

1,21172  R  отвечает точке, лежащей 

на границе BCBL  при 6,7  . На  

рис. 3,в-д показаны итерационные диа-
граммы, показывающие бифуркацион-
ный переход.  
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Рис. 3. Удвоение периода колебаний при =6,7: а – бифуркационная диаграмма для кусочно-

гладкого отображения (1); б – бифуркационная диаграмма для нормальной формы (8). 
Параметры нормальной формы соответствуют =6,7: -1,21172; в-д – итерационные 

диаграммы, иллюстрирующие динамику до, в точке и после бифуркации 

Fig. 3. Period-doubling of oscillations for =6,7: a – Bifurcation diagram for the piecewise-smooth map 
(1); б – Bifurcation diagram for the normal form map (8). Parameters of the normal form map 

correspond to =6,7: -1,21172; в-д – cobweb diagrams illustrating the dynamics before, 

at and after the bifurcation point 

 

Как видно из этой диаграммы, в 
точке бифуркации 0,0   существует 
асимптотически устойчивая неподвиж-
ная точка * * 0.x x L R  После бифурка-

ции при 0,0   возникают неустойчи-

вая неподвижная точка *xR  и устойчи-

вый цикл с периодом 2, причем, при 

1,21172  R , одна точка 2-цикла 

находится в области L , а другая — в 
области R  (см. рис. 3(д)). На рис. 4 
изображен бифуркационный переход, 
при котором из неподвижной точки 
возникает однополостный хаотический 
аттрактор. 

 

                          а)                                б) 

               в)                                              г)             д) 
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Рис. 4. Рождение однополостного хаотического аттрактора при 8  :  а – Бифуркационная 

диаграмма для (1); б – Бифуркационная диаграмма для (8): -1,63746 

Fig. 4. Birth of a single-band chaotic attractor, 8  : a – Bifurcation diagram for (1);  

б – Bifurcation diagram for (8), -1,63746 

Выводы 

В представленной работе выполнен 
бифуркационный анализ бимодального 
кусочно-гладкого отображения, описы-
вающего поведение импульсной систе-
мы автоматического управления. В пло-
скости параметров построена граница 
области устойчивости неподвижной 
точки, отвечающей периодическим ко-
лебаниям с периодом модуляции. 

Показано, что область устойчивости 
неподвижной точки ограничена двумя 

бифуркационными кривыми: линиями 
классической бифуркации удвоения пе-
риода и «border collision» бифуркации. 
Описаны методики расчёта бифуркаци-
онных кривых и определения парамет-
ров нормальной формы как функции 
параметров исходного кусочно-гладко-
го отображения. 

Приведены примеры, демонстриру-
ющие роль кусочно-линейного непре-
рывного отображения в прогнозирова-
нии нелинейных явлений в кусочно-
гладких динамических системах.  
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