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Резюме 

Цель исследования. Данная работа посвящена оценке влияния свойства системности на результа-
тивность антагонистических игр нескольких участников, которые проводят игру, действуя совместно 
или несовместно.  
Методы. При исследовании применяются уравнения Колмогорова для описания антагонистических игр, 
которые рассматриваются как динамические системы, в которых протекают случайные марковские про-
цессы; аналитические и компьютерные методы решения дифференциальных уравнений и исследования их 
свойств.  
Результаты. Итог игры при несовместных действиях игроков рассматривается как результат 
множества независимых событий, в то время как результат игры, обусловленный совместными дейст-
виями игроков, рассматривается как результат функционирования некоторой динамической системы. На 
основе такого подхода показано, что увеличение результативности совместных действий, по сравнению 
с несовместными, обусловлено системным эффектом и может быть охарактеризовано коэффициентом 
системности. Численные оценки коэффициента системности получены путем аналити-ческих решений 
«уравнений средних» и компьютерных решений уравнений Колмогорова. Полученные результаты могут 
применяться для практической оценки эффективности различных методов подготовки участников и 
проведения антагонистических игр, в том числе и в учебных заведениях.  
Заключение. В статье предложен новый метод количественной оценки результативности антагони-
стических игр, спортивных состязаний с постоянной отдачей участников. Показано, что выигрывает 
антагонистическую игру та сторона, игроки которой проявляют большую отдачу. Продолжительность 
такой игры зависит от её параметров, т.е. от отдачи игроков. При этом, чем более ожесточённее, с 
большей отдачей игроков, протекает игра, тем короче её длительность. Коэффициент системности в 
основном определяется отношением отдач игроков противостоящих сторон. При равенстве отдач в 
игре одного игрока с двумя коэффициент системности близок к значению 1,30. С увеличением отдачи 
игрока первой стороны коэффициент системности увеличивается. Другими словами, чем сильнее 
сопротивление, тем выше коэффициент системности. 
_______________________ 
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Abstract 

Perpose of research. The estimation problem of the influence of the systemic effect on the performance of the 
antagonistic games of several participants, who play the game, acting in various ways, is considered. It is assumed, 
that players play games, match through independent, incompatible actions, or through concerted, joint actions.  
Methods. It is obvious that joint actions provide greater efficiency, but such a qualitative estimation is often not 
enough. For informed decision making, as a rule, quantitative estimations are required.  
Results. The analytical and computer solutions of the well-known equations describing the state of dynamic systems 
in which random Markov processes occur are used to obtain quantitative estimates. The result of incompatible 
actions of the players is considered as the result of many independent events, while the process due to the combined 
actions of the players appears to be the result of the functioning of some dynamic system. The increase in the 
productivity of joint actions of players compared with incompatible actions is considered to be a consequence of the 
organization of several players as a dynamic system, and is called the system effect. Analytical solutions of the 
“dynamics of averages” equations obtained earlier by Russian and foreign mathematicians are used for a 
quantitative, approximate estimation of the influence of the systemic effect. The exact Kolmogorov equations describing 
changes in the probabilities of the state of dynamical systems with random processes were solved by computer methods 
using MATLAB. These decisions made it possible to obtain estimates of the numerical values of the coefficient of 
systemicity, which characterizes the effectiveness of joint actions compared to incompatible ones. 
Conclution. The results obtained in the article can be used to estimate the performance of the various training 

methods of participants in antagonistic games, athletes, and in educational institutions. 
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Введение 

В современном мире встречается 
множество различных задач, конфликт-
ных ситуаций, которые решаются сто-
ронами на основе различных подходов, 
но каждая из сторон стремится к выиг-
рышу. Это могут быть экономические, 
социальные и, в частности, спортивные 
состязания или игровые задачи, состо-
ящие в противоборстве двух сторон [1 – 
9]. Среди этих задач выделим антагони-
стические игры, которые могут решать-
ся несколькими игроками двух сторон, 
действующими различным образом. В 
одном случае, каждый игрок совершает 
свои действия независимо, не согласо-
вывая их с действиями других игроков 
своей команды. В этом случае можно 
выделить множество пар взаимодей-
ствующих во времени игроков, причем 
каждую пару можно считать динамиче-
ской системой, так как игра протекает 
во времени [2 – 5]. В другом случае, иг-
роки каждой стороны решают задачу 
путем совершения (выполнения) согла- 
 

сованных действий (например, при кол-
лективной игре в футбол) [6 – 9], т.е. в 
этом случае действия каждого игрока 
зависят от действий других игроков 
своей команды и также направлены на 
решение общей задачи. Такие действия 
игроков, очевидно, являются совмест-
ными, а игра в целом является динами-
ческой системой.  

Известно, что эффективность со-
гласованных совместных действий вы-
ше, по сравнению с аналогичными, но 
несогласованными, несовместными 
действиями [7, 9, 10]. Однако для при-
нятия решений качественных оценок 
недостаточно. Так, при подготовке 
участников игр, в частности – спортс-
менов в учебных заведениях, возникает 
необходимость количественных оценок 
их подготовленности, в том числе и к 
коллективным действиям. С этой целью 
обычно используется аттестационный 
педагогический измерительный матери-
ал (АПИМ), важное место в котором 
занимают математическое моделирова-
ние и тестирование [1, 10 – 13]. 



Информатика, вычислительная техника и управление / Computer science, computer engineering and control 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2019; 23(5): 129-144 

132
При несовместных действиях игра, 

фактически, распадается на множество 
локальных динамических систем, в ко-
торых совершаются независимые слу-
чайные события. Следовательно, ре-
зультат такой игры является результа-
том объединения результатов случай-
ных, независимых событий [14 –16]. В 
то же время при совместных действиях 
игроков каждой стороны игра в целом 
представляется единой динамической 
системой, в которой протекает также 
случайный процесс. В играх рассматри-
ваемого типа поведение игроков обычно 
представляет собой некоторую последо-
вательность кратковременных взаимо-
действий друг с другом (футбол, бокс, 
теннис и т.п.), поэтому такие игры 
можно считать марковскими процесса-
ми. Как известно, эти процессы в дина-
мических системах описываются урав-
нениями Колмогорова или следствиями 
из них [15, 17 – 19].  

Большую эффективность согласо-
ванных совместных действий по срав-
нению с несовместными принято счи-
тать проявлением системного эффекта. 
Для количественной оценки влияния 
системного эффекта применяется, так 
называемый, «коэффициент системно-
сти» [19, 20]. В общем случае он может 
определяться различными способами, 
но всегда отражает превышение резуль-
тата совместных действий над резуль-
татом аналогичных, но не совместных 
действий.  

Целью данного исследования явля-
ется оценка возможных численных зна-

чений коэффициента системности с 
применением как приближенных, ана-
литических решений, так и более точ-
ных компьютерных решений диффе-
ренциальных уравнений, являющихся 
математическими моделями игр. Пред-
ставляется существенным выявление 
связи системного эффекта с параметра-
ми антагонистической игры как дина-
мической системы. 

Постановка задачи и методы 
исследования 

Способы ведения и описания  
антагонистических игр 

Спортивные и многие другие анта-
гонистические игры характеризуются 
тем, что принимающие в них участие 
игроки в процессе игры истощают свои 
возможности, и чаще всего одна из сто-
рон терпит поражение. Имея это в виду, 
предположим, что игрок-1 располагает 
некоторым потенциалом (физическим, 
финансовым, информационным и т.п.) и 
в процессе игры с игроком-2 тратит его 
с некоторой с интенсивностью (отда-
чей) a1. Это может быть, например, сила 
определенной величины; ставки в виде 
некоторой суммы и т.п. Аналогично, 
игрок-2 тратит свой потенциал с отда-
чей a2 так, что потенциалы, выделяемые 
игроками, взаимно поглощаются [1, 2, 
14, 20].  С целью формализации описа-
ния игры примем, что способность каж-
дого i-го игрока продолжать игру в мо-
мент времени t определяется вероятно-
стью рi(t) наличия у него неравного ну-
лю потенциала. Если в момент начала иг-
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ры i-ым игроком эта вероятность рi(0) = 1, 
то в процессе игры его потенциал сни-
жается; снижается и его способность 
продолжать игру, то есть снижается ве-
роятность рi(t). Соответственно, вероят-
ность проигрыша i-ым игроком qi(t) = 1 
– pi(t) с течением времени повышается. 
Другими словами, если вероятность рi(t) 
не равна нулю или если qi(t) меньше 1, 
то у i-го игрока в момент времени t 
имеется некоторый потенциал, т.е. он 
способен продолжать игру.  

Так как непосредственные взаимо-
действия игроков осуществляются до-
статочно редко и кратковременно, то 
игру можно рассматривать как пуассо-
новский поток событий, что позволяет 
найти дифференциальные уравнения 
для вероятностей возможности вести 
игру с обеих сторон [1, 17, 16]. Антаго-
нистическую игру можно также рас-
сматривать как марковский процесс из-
менения состояний игры [14, 19]. По-
добные антагонистические игры можно 
описать дифференциальными уравне-
ниями Колмогорова, которые связыва-
ют динамику вероятностей состояния 
игроков [15, 18, 19].  

Далее дифференциальные уравнения 
Колмогорова используются для описания 
антагонистической игры одного игрока 
против двух игроков, а также вытекаю-
щие из них линейные «уравнения сред-
них» [19, 20]. Эти уравнения могут опи-
сывать как совместные, так и несовмест-
ные действия игроков, что позволяет по-
лучить количественную оценку коэффи-
циента системности.  

Рассмотрим антагонистическую иг-
ру (1:2), в которой один игрок первой 
стороны противостоит двум игрокам 
второй стороны, равным друг другу по 
отдаче. Причем, в первом случае, эти 
два игрока ведут игру несогласованно, 
несовместно, т.е. каждый из них дей-
ствует так, как будто его компаньона не 
существует. Во втором случае, два иг-
рока, противостоящие одному, дей-
ствуют совместно. Рассмотрим сначала 
первый случай. 

Исследование игры при несовместных 
действиях игроков 

Поскольку действия игроков вто-
рой стороны несовместны, то будем 
считать, что рассматриваемая игра 
представляет две независимые игры 1:1, 
в каждой из которых принимают уча-
стие по два игрока. Как показано выше 
каждая из этих игр представляет собой 
пуассоновский поток событий, поэтому 
каждая из них описывается системой 
дифференциальных уравнений следу-
ющего вида:   

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )p t a t p t p t ,                  (1) 

2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )p t a t p t p t ,                  (2) 
где pi(t) – вероятность возможности i-го 

игрока вести игру 1:1; ( )ia t  – отдача  

i-го игрока. Начальные значения 
(0) 1ip  , 1, 2i  .  Игра заканчивается, 

когда одна из вероятностей 1( )p t  или 

2( )p t  обратится в нуль или примет не-
которое малое значение [17, 19, 20]. 

В рассматриваемой ситуации, когда 
каждый игрок второй стороны действу-
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ет независимо от компаньона, результа-
ты игр (1), (2), которые ведутся каждым 
игроком второй стороны, являются не-
зависимыми случайными событиями. 
Поэтому, согласно [14], вероятность то-
го, что игрок первой стороны в момент 
времени способен продолжать игру 1:2 
против двух игроков, имеющих равные 

возможности, т.е. 21 22 2a a a  , но дей-
ствующих несовместно, определяется 
выражением 

2
1 1( ) ( )Нp t p t .                                (3) 

При переменных ( )ia t  аналитиче-

ское решение системы нелинейных 
дифференциальных уравнений (1), (2) 
найти достаточно сложно, поэтому в 
данной работе рассматривается случай 

постоянных значений ( )ia t , т.е. при 

1 1( )a t a const   и 2 2( )a t a const  . 

Переходя к решению системы (1), 

(2) при постоянных значениях ia , вы-
полним замену переменных, полагая 

1 1( ) ln ( )q t p t , 2 2( ) ln ( )q t p t . Тогда си-
стема (1), (2) перейдёт в систему 

2 ( )
1 2( ) q tq t a e ,   1( )

2 1( ) q tq t ae .    (4) 

Из первого уравнения (4) имеем 
2 ( )

1 2 2( ) ( )q tq t a e q t   . Заменяя в этом ра-

венстве функцию 2 ( )q te  её выражением 
из первого уравнения (4), получим с 
учетом второго уравнения (4):  

1( )
1 1( ) /q tq t a de dt .                       (5) 

Отсюда следует 1( )
1 1 1( ) q tq t ae С   

или в исходных обозначениях  

1 1 1 1 1( ) [ ( ) ] ( )p t a p t С p t   . С учетом 

начальных условий (0) 1ip  , 1, 2i  , из 
первого уравнения (1) выводим 

1 2(0)p a , что даёт: 1 1 2С a a  . Таким 

образом, 1 1 1 1 2 1( ) [ ( ) ] ( )p t a p t a a p t    . 
Интегрируя это дифференциальное 
уравнение, будем иметь p1(t)=

2 1( )
1 1 2 1 2( ) ( ) / ( )a a tp t a a a C e    . Здесь C1, С2 –

постоянные интегрирования, поэтому с 
учетом условия 1(0) 1p  , получим 

2 2C   . Таким образом решение си-
стемы (1), (2) имеет вид 

2 1

1 2
1 ( )

1 2

( ) a a t

a ap t
a a e 





,  

1 2

2 1
2 ( )

2 1

( ) a a t

a ap t
a a e 





.                      (6) 

Второе выражение (6) получается 
аналогично первому, если в начале опи-
санных преобразований найти 2( )q t . В 

частном случае, когда 1 2a a a   оба вы-
ражения (6) принимают вид  

2 1
1( ) ( )

1
p t p t

at
 


.                      (7) 

Таким образом, вероятность спо-
собности игроков продолжать игру 1:1 в 
момент времени t определяется либо 
выражениями (6) при 1 2a a , либо вы-

ражением (7) при 1 2a a a  .  Подстав-

ляя значение 1( )p t  из  (6) и (7) в равен-
ство (3), получим 

2 1

2

1 2
1Н ( )

1 2

( ) a a t
a ap t

a a e 

 
   

,  

1 2

1 2

,
,

a a
a a a

 

                                      (8) 
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и  

1Н 2
1( )

( 1)
p t

at



,  

1 21 22a a a a   .                             (9) 
Из выражений (8), (9) следует, что 

вероятность способности игрока первой 
стороны продолжать игру 1:2 при 
несовместных действиях, противосто-
ящих ему двух игроков, с течением 
времени уменьшается, что соответству-
ет действительности [20].  

Замечание 1. Пусть 2 1a a , где 

малое число 0 , тогда из выражений 
(6) – (9) следует, что 1lim ( ) 0

t
p t


 , а 

2 1lim ( ) / 0
t

p t a


    . Так как значение 

1( ) 0p t   достигается лишь при t   , то 

примем, что 10,053a  , а игры 1:1 и 
1:2 заканчиваются, когда вероятность p1 
становится равной 5% от начальной. 

При этом продолжительность и1t  игры 
1:1 определится из уравнения 

1 и1( ) 0,05p t  . Отсюда с учетом выраже-
ний (6) выводим:  

1
и1

1

0,051 ln
0,05( )

at
a



 

,  

2 и1( ) 0,05p t  .                                (10) 
Следовательно, в одиночной игре 

1:1 терпит поражение более слабый иг-
рок, что, очевидно, соответствуют есте-
ственному ходу антагонистических игр. 

В случае игры одного игрока с дву-
мя одинаковыми по отдаче и более 
сильными игроками, но действующими 
несовместно, т.е. при 21 22 1a a a   , 

из выражения (8) и условия 1Н и2Н( ) 0,05p t   

Н и2Н( ) 0,05p t   следует выражение 

1
и2Н и1

1

0, 051 ln
0, 05( )

at t
a
 

 
  

.       (11) 

При этом 2 и2Н 2 и1( ) ( )p t p t . Отсюда 
следует, что два более сильных игрока, 
даже в том случае, когда они действуют 
несовместно, быстрее выигрывают в 
игре 1:2, чем один игрок в игре 1:1 при 
равных условиях, естественно. 

Продолжительность игры 1:2 одно-
го игрока с двумя равными ему по от-
даче игроками, но действующими 

несовместно, т.е. при 1 21 22a a a a    и 

1Н и2Н( ) 0,05p t  , определяется выраже-
нием 

и2Н ( 20 1) / a 3,472/t a   .        (12) 

Отсюда следует также естествен-
ный вывод: чем больше отдача игроков, 
тем быстрее заканчивается игра выиг-
рышем двух игроков, даже действую-
щих несовместно.  

Исследование игры при совместных  
действиях игроков 

Игру 1:2 – одного игрока с двумя 
равными по отдаче игроками, действую-
щими совместно, можно описать диффе-
ренциальными уравнениями Колмогоро-
ва [19, с. 80] следующего вида: 

11 1 2 11 1 12( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )p t a t a t p t a t p t   , 

12 1 2 12( ) [ ( ) 2 ( )] ( )p t a t a t p t  , 

01 2 11( ) ( ) ( )p t a t p t ,                           (13) 

02 2 12( ) 2 ( ) ( )p t a t p t  , 
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10 1 11( ) ( ) ( )p t a t p t ,              

с начальными условиями: 11(0) 0p  , 

12(0) 1p  , 01(0) 0p  , 02(0) 0p  , 10(0) 0p  . 
Решение системы (13) должно удовле-
творять условиям нормировки 

10 11 12 00 01 02( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1p t p t p t p t p t p t     

10 11 12 00 01 02( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1p t p t p t p t p t p t      . 

Здесь 00( ) 0p t   – вероятность про-

игрыша всеми игроками. Вероятности 
способностей игроков вести игру 1:2 
определяются выражениями: 

1
1 10 11 12( ) ( ) ( ) ( )p t p t p t p t   , 

2
1 12 01( ) ( ) ( )p t p t p t  ,                   (14) 

2
2 12 02( ) ( ) ( )p t p t p t  , 

где 1
1( )p t  – вероятность способности иг-

рока первой стороны; 2
1 ( )p t , 2

2 ( )p t – ве-
роятности способности первого и второ-
го игроков второй стороны вести игру. 

Приведенные нелинейные уравне-
ния Колмогорова (13), (14) справедливы 
как при постоянных ai, так и при пере-
менных ai = ai(t). Игра 1:2 заканчивает-

ся при 1
1( ) 0p t = , так как вторая сторона 

чаще всего (если 2 12a a ) оказывается 

сильнее. Однако найти аналитическое 
решение уравнений (13), (14) не уда-
лось. Поэтому их исследование прово-
дилось при постоянных ai с применени-
ем численных (компьютерных) методов 
решения нелинейных дифференциаль-
ных уравнений, результаты которого 
будут приведены ниже.  

Оценка значений коэффициента  
системности 

Аналитическая оценка на основе  
линейной модели 

Для получения предварительных, 
приближенных оценок коэффициента 
системности воспользуемся вытекаю-
щими из (13), (14) линейными уравне-
ниями для «средних численностей иг-
роков» второй стороны [19]. Эти урав-
нения в случае игры 1:2, когда игроки 
второй стороны обладают равной отда-

чей, т.е. 21 22 2a a a  , и действуют сов-
местно, имеют следующий вид: 

1C 2 2( ) ( )p t a m t  ,  2 1 1C( ) ( )m t a p t . (15)    
Здесь p1C(t) – вероятность способ-

ности игрока первой стороны вести иг-
ру 1:2 при совместных действиях игро-
ков второй стороны; m2(t) – «среднее 
число игроков» второй стороны, спо-
собных вести игру на момент времени t. 
Начальные условия p1C(0) =1, m2(0) = 2.  

Отметим, что поскольку m2(t) – это 
средняя численность, то, как решение 
системы уравнений (15), составленных 
в предположении некоторого числа 
(большего единицы) игроков, второй 
стороны, величина m2(t) может прини-
мать дробные значения.   

Фактически, уравнения (15) являются 
приближенной, линейной математической 
моделью игры 1:2 – одного игрока против 
двух равных по отдаче друг другу игро-
ков и действующих совместно. Вероят-
ность p1C(t), как решение системы (15), 
скорее всего, будет уменьшаться быст-
рее, чем p1Н(t) (8) или (9); чтобы этот 
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факт оценить количественно, необходимо 
найти функцию p1C(t) как решение систе-
мы уравнений (15). 

Для удобства решения системы 
(15), запишем её в векторно-матричной 

форме, полагая 1 2[ ]Tx x x , где 

1 1Cx p , 2 2x m . В этих обозначениях 
система (15) принимает вид 

2

1

0
0
a

x x
a

 
   
 . 

Записывая решение этой системы с 
помощью выражений из [21, с. 77 и с. 
236] и переходя к исходным обозначе-
ниям, найдём с учетом начальных усло-
вий системы (15): 

1 ( ) (0,5 ) (0,5 )t t
Cp t b e b e     ,       (16) 

2( ) (1 0,5/ ) (1 0,5/ )t tm t b e b e     ,    (17) 

где 1 2a a  2 1/b a a  .  

Из выражения (16) следует, что в 
данном случае игра закончится при 

и2Сt t , когда 1C и2C( ) 0p t  . Отсюда и из 
(16) следует выражение, определяющее 
продолжительность игры 1:2 при сов-
местных действиях игроков второй 
стороны:  

и2С
1 0,5ln

2 0,5
bt
b

 


 
.                         (18) 

Полученные выражения (8) – (12) и 
(16) – (18) позволяют приближенно оце-
нить эффект системности как по степени 
проигрыша игроков, так и по продолжи-
тельности игры 1:2.  

Замечание 2. Если в игре 1:2 отдачи 
всех игроков равны, т.е. a1 = a2 = a, 
причем игроки второй стороны дей-
ствуют совместно, то a  , b = 1, и из 

выражений (16) – (18) следуют равен-
ства:  

и2С
1 0,5ln 0,5493 /

2 1,5
t a

a


  ,          (19) 

1C( ) 1,5 0,5at atp t e e  ,                 (20) 

2( ) 1,5 0,5at atm t e e  . 

Из выражения (18) следует, что ес-
ли 2 10,25a a , то время и2Сt  будет рав-
но бесконечности. В этом случае интен-
сивность воздействия на игру второй 
стороны (несмотря на наличие двух иг-
роков) будет в два раза меньше, чем 
первой, поэтому вторая сторона в игре 
1:2 победить не может, даже при сов-
местных действиях своих игроков. По-
видимому, такого соотношения отдач 
достаточно для принятия решения: – 
начинать антагонистическую игру 1:2 
против игрока, в четыре раза более 
сильного, нет смысла. Поэтому можно 
заключить, что в уравнениях Колмого-
рова предполагается, что антагонисти-
ческие игры начинаются по инициативе 
второй стороны, что также естественно, 
так как при 2 1a a  она имеет явное 
преимущество.  

С другой стороны, из выражений 
(12) и (19) следует, что при совместных 
действиях игроков второй стороны в 
игре 1:2 с равным по отдаче игроком, 
вторая сторона одерживает победу, 
практически, в шесть раз быстрее, чем 
при несовместных действиях.  

Целью антагонистической игры, в 
первую очередь, очевидно, является 
нанесение поражения противной сто-
роне. Поэтому, коэффициент системно-
сти определяется [20] как отношение 
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вероятности 1C ок,и 1C( ) 1 ( )q t p t   пораже-

ния первого игрока при совместных 
действиях игроков второй стороны к 
вероятности 1Н 1Н( ) 1 ( )q t p t   его пора-
жения при несовместных действиях иг-
роков второй стороны, т.е.   

1
cис,П

1Н

1 ( )( )
1 ( )

Cp tK t
p t





, 

и2С и2Нmin{ , }t t t .                          (21) 
Ввиду сложности выражений (13) и 

(16), будем искать значения cис,П( )K t  

(21) при условии 1 2a a a  , когда 

и2С 0,5493/t a , 1C( ) 1,5 0,5at atp t e e  , 
a  . В этом случае из выражений (9), 

(20) и (21) выводим 

cис,П 2
1 1,5 0,5( )

1 ( 1)

at ate eK t
at





 


 
.        (22) 

По (22) легко установить, что 

cис,П(0) 1K  , а cис,П и2С( ) 1,714K t  , причем 
эти значения коэффициента системности 
не зависят от значения отдачи, что ка-
жется довольно странным! Тем не ме-
нее, полученные приближенные резуль-
таты свидетельствуют, что действитель-
но, эффективность совместных действий 
значительно выше, чем несовместных, 
вследствие эффекта системности. 

Найдем также значения коэффици-
ента системности (21) при некоторых 
значениях t: 

cис,П и2С
1 0, 4817(0,5 ) 1,35
1 0,6155

K t 
 


,    

cис,П и2С
1 0,2386(0,75 ) 1,53
1 0,5016

K t 
 


. 

Из полученных данных следует, что 
при равной и постоянной отдаче всех 
игроков в течение игры 1:2 коэффици-

ент системности cис,ПK  увеличивается по 
мере протекания игры.  

Оценка коэффициента системности  
по нелинейной модели 

Как отмечалось выше, уравнения 
(15) являются линейным приближением 
уравнений нелинейной модели антаго-
нистической игры (13), (14). Ввиду от-
сутствия аналитического решения по-
следних, в данной работе исследование 
игры 1:2 проводилось путем численного 
решения системы уравнений (13), (14) 
совместно с уравнениями (1), (2) c при-
менением пакета MATLAB. Для этой 
цели использовалась функция ODE-45 с 
шагом по времени 0,002 с при постоян-
ных значениях параметров a1 и a2. Так 
как в соответствии решениями уравне-
ний (1), (2) игру выигрывает игрок или 
сторона с большим значением iai, i = 1, 
2, то моделирование производилось при 
условии 2 12a a . При этом наряду с 
определением значений коэффициента 
системности, фиксировалась и длитель-
ность игры игрt , которая определялась 

по условию игр2( ) 1q t = , где q2(t)=

10 11 122( ) 1 ( ) ( ) ( )q t p t p t p t     – вероятность 
поражения игрока первой стороны при 
совместных действиях двух игроков 
второй стороны. На рисунке 1 приведе-
ны графики изменения величин: 

2
1Н 11( ) ( ) 1 [ ( )]q t q t p t   , 2( )q t  и q3(t)=

cис,П3( ) ( ) 2( ) / 1( )q t K t q t q t  , определяемых 
решениями в MATLAB системы урав-
нений (1), (2), (13), (14) при 1 0,3a  ; 

2 0,45a   и указанных выше начальных 
условиях.  
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а)                                             б)                                             в) 

Рис. Изменения вероятности проигрыша игроком первой стороны: а – при несовместных,  
б – при совместных действиях игроков второй стороны; в – изменение коэффициента системности  

в течение игры 

Fig. Changes in the losing probability of player of the first side: a – in case of incompatible action,  
б – in case of the joint actions of the second side players; в – change in the coefficient  

of systemicity during the game 

Результаты и их обсуждение 

Некоторые результаты моделирова-
ния рассматриваемой антагонистиче-
ской игры одного игрока против двух 
игроков по уравнениям (13), (14) при 
различных значениях параметров a1 и a2 
представлены в табл. 1 и 2. Табл. 1 
отражает зависимость длительности 
игры 1:2, а табл. 2 зависимость зна-
чения коэффициента системности от 
интенсивности отдач игроков. 

На основе результатов компьютер-
ного исследования антагонистической 
игры 1:2 по нелинейной модели можно 
сделать следующие выводы: 

– значение коэффициента систем-
ности Kсис,П является постоянным при по-
стоянном отношении a2/a1; при увеличе-
нии этого отношения значение коэф-
фициента системности Kсис,П уменьшается, 
а при уменьшении – увеличивается; 

 

– длительность игры зависит от зна-
чений как a1, так и a2. При этом длитель-
ность игры 1:2 уменьшается с увеличени-
ем как отношения a2/a1, так и значения a1, 
т.е. чем ожесточённее протекает игра, 
тем короче её длительность; 

– при постоянном значении a2 с 
увеличением a1, т.е. с увеличением со-
противления, продолжительность игры 
1:2 уменьшается, а коэффициент си-
стемности увеличивается;  

– при постоянном значении a1 с 
увеличением a2 и продолжительность 
игры 1:2, и коэффициент системности 
уменьшаются;  

– при a2 = a1 продолжительность 
игры 1:2, определяемая решением ли-
нейных уравнений (15), примерно в два 
раза меньше, а значение коэффициента 
системности примерно в 1,31 раза 
больше значений, определяемых реше-
нием системы нелинейных уравнений 
(1), (2), (13), (14). 
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Таблица 1 

Длительность игры 1:2 
Table 1 

Duration of the game 1:2 
            1a  

2a  
0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

0,2 7,97 5,24 3,22 - - - 
0,4 5,25 4,00 2,63 1,97 1,60 - 
0,6 3,56 3.13 2,25 1,74 1,44 1,23 
0,8 2,60 2,63 1,97 1,25 1.31 1,13 
1,0 2,23 2,25 1,74 1,42 1,21 1,05 

 
Таблица 2 

Коэффициент системности 
Table 2 

Systemicity coefficient 
             1a  

2a  0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

0,2 1,09 1,31 1,86 - - - 
0,4 1,02 1,09 1,31 1,57 1,85 - 
0,6 1,08 1,04 1,16 1,31 1,44 1,67 
0,8 1,004 1,02 1,09 1,25 1,31 1,44 
1,0 1,002 1,013 1,06 1,13 1,21 1,31 

 
В частности, приведенные выводы, 

позволяют указать причину, по которой 
значения коэффициента системности, 
определяемые выражением (22), при 

и2Сt t  не зависят от значения отдачи а. 

Это объясняется тем, что приближенное 
выражение (22) получено при условии 
a2 = a1, т.е. тем, что в соответствии с 
первым приведенным здесь выводом, 
отношение a2/a1 в этом случае является 
постоянным и равным единице. Таким 
образом, несмотря на значительную 
приближенность линейной модели игры 
1:2 в количественном отношении, эта 
модель в качественном отношении от-

ражает свойства рассматриваемой игры 
достаточно корректно.  

Выводы 

Проведенное исследование моделей 
антагонистической игры двух сторон 
подтверждает известное положение, что 
коллективные, совместные действия иг-
роков являются более результативны-
ми, по сравнению с несовместными 
действиями. Продолжительность анта-
гонистической игры зависит от её пара-
метров, а выигрывает игру та сторона, 
игроки которой обладают большей от-
дачей. При этом, чем более ожесточён-
нее, с большей отдачей игроков, проте-
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кает игра, тем короче её длительность. 
Коэффициент системности в основном 
определяется отношением отдач игро-
ков противостоящих сторон. При ра-
венстве отдач игроков в игре 1:2 коэф-
фициент системности близок к значе-
нию 1,31. С увеличением отдачи игрока 
первой стороны при постоянной отдаче 
игроков второй стороны коэффициент 
системности увеличивается. Другими 
словами, чем сильнее сопротивление, 
тем выше коэффициент системности. 

Подчеркнем, что приведенные вы-
воды относятся к играм с постоянной 
отдачей игроков, хотя в реальных играх 
она, естественно, уменьшается по мере 
протекания игры. Исследование этого 
случая предполагается в дальнейшем. 
Предложенный в работе подход может 
применяться для практической оценки 
эффективности различных методов под-
готовки участников антагонистических 
игр, спортсменов, тестируемых, в том 
числе и в учебных заведениях. 
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