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Резюме 

Цель исследования.  В данной статье рассматривается влияние изменения расчетной длины элементов 

рамно-стержневых конструктивных систем, работающих в условиях стесненной бифуркации. 

Методы. За критерий формы потери устойчивости элемента рамно-стержневой конструктивной 

системы принят знак работы концевых моментов и поперечных сил. С использованием указанного 

критерия получено выражение для оценки влияния изменения расчетной длины стоек рамы на 

критические параметры всей системы, позволяющее варьированием геометрией конструкции влиять на 

ее работоспособность. В качестве примера определены критические параметры устойчивости двухпро-

летной рамы, спроектированной из древесины деревянной, к среднему элементу  которой прикладываем 

центральную силу Ркр, а к крайним – приложены силы с умножением на коэффициент α- αРкр. Выявлен вид 

бифуркации элементов рассматриваемой конструктивной системы (стесненной или принужденной) до и 

после изменения расчетной длины ее элементов. Вычисление неизвестных реакций и внутренних усилий 

системы выполнялось с применением специальных функций метода перемещений.  

Результаты. Изменение расчетной длины элементов, теряющих устойчивость пассивно, не оказывает 

существенного влияния на критические параметры устойчивости рамно-стержневой конструктивной 

системы. При этом уменьшение на 30% расчётной длины стоек, находящихся в активной бифуркации, 

приводит к снижению критической силы на 50 %. 

Заключение. Представлены достаточно простые алгебраические зависимости, позволяющие выявлять 

элементы рамно-стержневых систем, изменение расчетной длины которых оказывает существенное 

влияние на критические параметры устойчивости всей конструкции. При этом приведенные критерии 

позволяют оценивать ресурс сопротивления центрально сжатых элементов рамно-стержневых 

конструктивных систем. 
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Abstract 

Purpose of research. This article considers the influence of changes in the effective length of frame-rod structural 

systems elements operating under the conditions of constrained bifurcation. 

Methods. A sign of the end moments and transverse forces has been taken as the criterion of the form of stability 

loss of a frame-rod structural system element. Using this criterion, an expression has been obtained to assess the 

effect of changes in effective length of the frame struts on the critical parameters of the entire system, which allows 

varying the geometry of the structure to affect its performance. As an example, the critical parameters of the stability 

of a two-span frame designed from wood have been defined, to the middle element of which we apply central force 

Ркр, and to the extreme elements we apply forces multiplied by the coefficient α- αРкр. The type of elements’ bifurca-

tion of the considered constructive system (constrained or forced) before and after the change of effective length of 

its elements has been revealed. The calculation of the unknown reactions and internal forces of the system were per-

formed using special functions of the displacement method. 

Results. Changes in efffective length of elements that lose stability passively do not significantly affect the critical 

stability parameters of the frame-rod structural system. At the same time, a 30% reduction in effective length of struts 

being in active bifurcation leads to a 50% reduction in the critical force. 

Conclusion. Quite simple algebraic dependences are presented in the paper that allow us to identify elements of 

frame-rod systems. Their change in effective length has a significant impact on the critical parameters of the entire 

structure’ stability. At the same time, these criteria allow us to evaluate the resistance resource of centrally com-

pressed elements of frame-rod structural systems. 
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*** 

Введение 

Основной сложностью при проек-

тировании стержневых конструктивных 

систем, таких, как структура,  ферма 

или рама, является обеспечение устой-

чивости ее элементов. 

При этом в большинстве случаев  

процесс бифуркации начинается с не-

большой группы или с одного элемента. 

Поэтому при решении задач устойчиво-

сти рамно-стержневых систем одним из 

важных этапов является определение 

элементов, способных при небольшом 

значении сжимающей силы вовлечь в 

общую бифуркацию всю конструкцию 

[1-8]. В связи с этим целью исследова-

ния является изучение особенностей 

деформирования элементов рамно-

стержневых конструктивных систем 

при длительном нагружении с учетом 

их совместной работы и установление 

критерия бифуркации (стесненной или 

принужденной). 

Материалы и методы 

Рассмотрим один (центральный) 

стержень, выделенный из состава спро-

ектируемой конструкции, который по-

теряет устойчивость  при заданном зна-

чении нагрузки Pкр. (t) (рис.1).  

Энергию деформаций Ui, которая 

появляется при процессе бифуркации, 

высчитаем как сумму работ, сил и мо-

ментов на его концах: 

Ui = 𝐴𝑖(𝑁) + 𝐴𝑖(𝑀𝑖 , 𝑄𝑖).               (1) 

В случаях, когда указанная работа 

отрицательна 𝐴𝑖(𝑀𝑖 , 𝑄𝑖) < 0, стержень 

теряет устойчивость активно, так как 

работа продольной силы Ni гасит повы-

шение потенциальной энергии деформа-

ции соседних элементов (их опорных ре-

акций) и стержня Ui. 

В этом случае критерий 𝐴𝑖(𝑀𝑖 , 𝑄𝑖) > 0 

будет признаком пассивной потери 

устойчивости, то есть рядом стоящие 

стержни (крайние) провоцируют его 

бифуркации. 

Выявленные значения перемеще-

ний, поперечных сил и моментов, вы-

званных новыми усилиями в элементах, 

для вычисления их работы, получается 

вычислить с применением стандартных 

функций метода перемещений  [9-12]. 

Применяем систему стандартного 

вида метода перемещений, взяв за неиз-

вестные углы поворота и смещение уз-

лов Z1, Z2, Zn. Вычисляем однородную 

систему уравнений для вычисления не-

известных реакций и раскрытия стати-

ческой неопределимости: 

r11 ∙ 𝑍1 + r12 ∙ 𝑍1 + ⋯ + r1𝑛 ∙ 𝑍𝑛 = 0
r21 ∙ 𝑍1 + r22 ∙ 𝑍1 + ⋯ +r2𝑛 ∙ 𝑍𝑛 = 0

…
r𝑛1 ∙ 𝑍1 + r𝑛2 ∙ 𝑍1 + ⋯ + r𝑛𝑛 ∙ 𝑍𝑛 = 0

},(2) 

𝑣𝑖 = 𝑙 ∙ √
𝑃𝑖

𝐵𝑟𝑒𝑑
,        (𝑖 = 1,2,3 … 𝑛),        (3) 

где 𝐵𝑟𝑒𝑑 – жесткость поперечного сече-

ния стержня, определяемая как произ-

ведение модуля деформации материала 

на минимальное значение момента 

инерции; 𝑣𝑖 – параметр векового урав-

нения. 
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Рис. 1. Стержень, выделенный из системы 

Fig. 1.Core isolated from the system 

Определяем значение параметра ве-

кового уравнения устойчивости, при ко-

тором детерминант системы (2) равен 0: 

𝐷𝑒𝑡 = 0.                                          (4) 

С применением приведенных выше 

системы стандартных неравенств и 

уравнений определим критические па-

раметры формы бифуркации и устойчи-

вости элементов спроектируемой кон-

структивной системы. Большое внима-

ние представляет оценка влияния рас-

четной длины отдельных стержней и 

схемы нагружения на характер  бифур-

кации как конкретных элементов, так и 

всей системы в целом.  

Для исследования влияния значе-

ния расчетной стойки на критические 

параметры устойчивости системы за-

пишем выражение для  определения ко-

эффициента векового уравнения вто-

ричной расчетной схемы 𝑣𝑖кр
, возника-

ющей после изменения условий закрепле-

ния и сопряжения отдельных элементов.  

𝑣𝑖кр
= 𝑙 ∙ √

𝑃

𝐵𝑟𝑒𝑑
.                              (5) 

Параметр векового уравнения 

устойчивости первичной расчетной 

схемы будет соответственно равен: 

vi0 = l ∙ √
Р

B0
.                               (6) 

Отношение квадратов начального и 

критического параметров стандартного 

векового уравнения равно отношению 

соответствующих критических сил: 

𝑣𝑖кр
2

vi0
2 =

Ркр.

Ркр.,0
.                               (7) 

Параметры vi0 и 𝑣𝑖кр
 определяются 

при выполнении расчета рамы на 

устойчивость по стандартным правилам 

строительной механики после и до из-

менения расчетной длины стоек. 

Пользуясь соотношением (7), мож-

но оценить влияние изменения расчет-

ной длины стоек рамы на критические 

параметры всей системы, что, в свою 

очередь, позволяет, варьируя геометри-

ей конструкции, влиять на ее работо-

способность. Чем больше значение 
𝑣𝑖кр

2

vi0
2 , 

тем более вероятна потеря устойчиво-

сти рамы в целом.  

Количественный анализ.  В каче-

стве примера определим критические 

параметры устойчивости деревянной 

двухпролетной рамы, в которой к цен-

тральному элементу (к стойке 2) при-

ложена сосредоточенная сжимающая 

сила Ркр, а к крайним – приложены си-

лы αРкр (рис. 2, 3).   
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Рис. 2. Схема проектируемой рамы 

Fig. 2. The design scheme of the frame 

 

Рис. 3. Основная система  

метода перемещений 

Fig. 3. The basic system of displacement method 

 

Рис. 4. Эквивалентная системы метода перемещений 

Fig. 4. Equivalent system of displacement method 

Выявляем вид бифуркации в элемен-

тах спроектируемой рамно-стержневой 

конструктивной системы. Вычисление 

скрытых внутренних усилий и реакций 

системы получаем при помощи типо-

вых функций метода перемещений. Ес-

ли принять за неизвестные углы пово 

 

рота узлов Z1, Z2, Z3 (рис. 4), однород-

ная система уравнений примет вид: 

r11 ∙ 𝑍1 + r12 ∙ 𝑍1 + r13 ∙ 𝑍3 = 0
r21 ∙ 𝑍1 + r22 ∙ 𝑍1 + r23 ∙ 𝑍3 = 0
r31 ∙ 𝑍1 + r32 ∙ 𝑍1 + r33 ∙ 𝑍3 = 0

}, (8) 

где 𝑟11 = 8 ∙ 𝑖 + 4 ∙ 𝑖 ∙ 𝜑2(𝑣1);  

       𝑟22 = 8 ∙ 𝑖 + 4 ∙ 𝑖 ∙ 𝜑2(𝑣2);  

𝑟33 = 4 ∙ 𝑖 + 4 ∙ 𝑖 ∙ 𝜑2(𝑣3);  
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𝑟12 = 𝑟23 = 2 ∙ 𝑖; 

 𝑟13 =  𝑟31 = 0;  

 𝑣𝑖 = 𝑙 ∙ √
𝑃𝑖

𝐵𝑟𝑒𝑑(𝑤,𝑡)
,     (𝑖 = 1,2,3). 

где  𝐵𝑟𝑒𝑑 –жесткость поперечного сече-

ния стержня, определяемая как произ-

ведение модуля деформаций материала 

на минимальное значение момента 

инерции; 𝑣𝑖 – параметр векового урав-

нения. 

После сокращений и преобразова-

ний выражение для определения детер-

минанта системы (8) примет вид: 

𝐷𝑒𝑡 = (8 ∙ 𝑖 + 4 ∙ 𝑖 ∙ 𝜑2(𝑣1)) ∙ (8 ∙ 𝑖 + 

+4 ∙ 𝑖 ∙ 𝜑2(𝑣2) ∙ (4 ∙ 𝑖 + 4 ∙ 𝑖 ∙∙ 𝜑2(𝑣3)) +

+16 ∙ 𝑖3 − (8 ∙ 𝑖 + 4 ∙ 𝑖 ∙ 𝜑2(𝑣1)) ∙ 4 ∙ 𝑖2 −

−4 ∙ 𝑖2 ∙ (4 ∙ 𝑖 + 4 ∙ 𝑖 ∙∙ 𝜑2(𝑣3)).            (9) 

Пользуясь выведенными уравнени-

ями, получаем критические параметры 

и определяем форму потери устойчиво-

сти спроектированной рамно-стержне-

вой конструктивной системы.  

Помимо этого, проанализировав 

изменение значения критической силы 

при изменении расчетной длины всех 

стоек рамы, в действительности можно 

предположить, что при действии сило-

вых факторов увеличение или умень-

шение расчетной длины стоек, теряю-

щих устойчивость активно и пассивно, 

влияет на общую бифуркацию системы.  

Для выполнения предложенной за-

дачи определяем параметр векового 

уравнения 𝑣𝑖кр
, который, в свою оче-

редь, определяется после проявления 

аварийной ситуации, в связи с этим 

расчетная длина стоек: 

𝑣𝑖кр
= 𝑙 ∙ √

𝑃

𝐵𝑟𝑒𝑑
.                            (10) 

Полученный параметр векового 

уравнения при заданном и не изменяе-

мом значении нагрузки в добавок с по-

стоянным значением влажностных ха-

рактеристик древесины будет равен 

vi0 = l ∙ √
Р

B0
.                             (11) 

Отношение квадратов начального и 

критического параметров векового урав-

нения получаем прямую зависимость к 

отношению соответствующих критиче-

ских сил: 

𝑣𝑖кр
2

vi0
2 =

Ркр.

Ркр.,0
.                             (12) 

Параметры vi0 и 𝑣𝑖кр
 определяются 

при расчете предложенной спроектиру-

емой рамно-стержневой системы на 

устойчивость по стандартным правилам 

строительной механики после и до из-

менения расчетной длины стоек. 

Пользуясь соотношением (12), мож-

но оценить влияние изменения расчет-

ной длины стоек рамы на критические 

параметры всей системы, что в свою 

очередь позволяет, варьируя геометри-

ей конструкции, влиять на ее работо-

способность. Чем больше значение 
𝑣𝑖кр

2

vi0
2 , 

тем более вероятна потеря устойчиво-

сти рамы в целом.  

Для анализа влияний изменения 

расчетных длин каждой из стоек рамы 

заменим жесткое опирание шарнирно-

неподвижным. Расчетная схема рамы 

для указанного случая представлена на 

рис. 5. 
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Основанная и эквивалентная систе-

мы метода перемещений разработаны 

аналогично с представленными выше 

(см. рис. 3, 4). Однородная система 

уравнений примет вид: 

r11 ∙ 𝑍1 + r12 ∙ 𝑍1 + r13 ∙ 𝑍3 = 0
r21 ∙ 𝑍1 + r22 ∙ 𝑍1 + r23 ∙ 𝑍3 = 0
r31 ∙ 𝑍1 + r32 ∙ 𝑍1 + r33 ∙ 𝑍3 = 0

},(13) 

где 𝑟11 = 8 ∙ 𝑖 + 4 ∙ 𝑖 ∙ 𝜑1(𝑣1);  

      𝑟22 = 8 ∙ 𝑖 + 4 ∙ 𝑖 ∙ 𝜑2(𝑣2); 

  𝑟33 = 4 ∙ 𝑖 + 4 ∙ 𝑖 ∙ 𝜑2(𝑣3);  

 𝑟12 = 𝑟23 = 2 ∙ 𝑖; 

 𝑟13 =  𝑟31 = 0;   

𝑣𝑖 = 𝑙 ∙ √
𝑃𝑖

𝐵𝑟𝑒𝑑(𝑤, 𝑡)
, (𝑖 = 1,2,3). 

Детерминант системы (10) опреде-

ляется выражением: 

𝐷𝑒𝑡 = (8 ∙ 𝑖 + 4 ∙ 𝑖 ∙ 𝜑1(𝑣1)) ∙ (8 ∙ 𝑖 +

+4 ∙ 𝑖 ∙ 𝜑2(𝑣2) ∙ (4 ∙ 𝑖 + 4 ∙ 𝑖 ∙∙ 𝜑2(𝑣3)) +

+16 ∙ 𝑖3 − (8 ∙ 𝑖 + 4 ∙ 𝑖 ∙ 𝜑1(𝑣1)) ∙ 4 ∙ 𝑖2 −

−4 ∙ 𝑖2 ∙ (4 ∙ 𝑖 + 4 ∙ 𝑖 ∙∙ 𝜑2(𝑣3)). (14) 

 

Рис. 5. Расчетная схема рамы при изменении расчетной длины стойки 1 

Fig. 5. The design scheme of the frame when changing the estimated length of the rack 1 

Аналогично выполнен расчет изме-

нения критических параметров устой-

чивости рассматриваемой рамно-стерж-

невой конструктивной системы (см. 

рис. 2) при изменении расчетных длин 

стоек 2 и 3. 

Результаты указанного расчета при-

ведены на рис. 6. Вертикальными лини-

ями ограничены зоны активной и пас-

сивной бифуркации стоек 1 и 3, стойка 

2 теряет устойчивость активно, незави-

симо от значения параметра приложе-

ния нагрузки α. 

Результаты и их обсуждение 

Из анализа рис. 6 можно сделать 

вывод, что при значении α≤0,756 левая 

и правая стойки конструктивной систе-

мы теряют устойчивость пассивно. В 

случае, когда параметр приложения 

нагрузки α превышает значение 0,756, 

стойка 3 рассматриваемой рамы пере-

ходит к активной бифуркации, при  
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α˃0,9 все стойки теряют устойчивость 

активно. Вместе с тем при значении 

α≤0,9, когда стойка 1 теряет устойчи-

вость пассивно, изменение ее расчетной 

длины приводит к уменьшению крити-

ческой силы в среднем на 15%. В слу-

чае, когда параметр приложения на-

грузки α превышает значение 0,9, изме-

нение расчетной длины элемента 1 при-

водит к увеличению максимального 

значения сжимающей силы на 5%. 

В то же самое время при значении 

α≤0,76, когда стойка 3 теряет устойчи-

вость пассивно, изменение ее расчетной 

длины приводит к уменьшению крити-

ческой силы в среднем на 6%. В случае, 

когда параметр приложения нагрузки α 

превышает значение 0,76, изменение 

расчетной длины элемента 3 приводит к 

увеличению максимального значения 

сжимающей силы на 2%. 

 

Рис. 6. График зависимости значения критической силы Ркр.,0 от параметра приложения нагрузки α  

при изменении расчетной длины стоек рамно-стержневой системы с указанием характера бифуркации: 

1 – расчетная длина всех элементов рамы одинакова ,  2 - уменьшение расчетной длины  

стойки 3 на 30%; 3 - уменьшение расчетной длины стойки 1 на 30%;  4 - уменьшение расчетной  

длины стойки 2 на 30%; 4 – граница перехода стойки 3 от пассивной потери устойчивости к активной;  

5 – граница перехода стойки 1 от пассивной потери устойчивости к активной 

Fig. 6. Graph of the dependence of the value of the critical force P_ (cr., 0) on the load application parameter  

α when changing the estimated length of the racks of the frame-rod system indicating the nature  

of the bifurcation: 1 - the calculated length of all frame elements is the same, 2 - reducing the estimated length 

of the rack 3 by 30%; 3 - reduction of the estimated length of the rack 1 by 30%; 4 - reduction of the estimated 

length of the rack 2 by 30%; 4 - the border of the transition rack 3 from passive loss of resistance to active;  

5 - the border of the transition rack 1 from passive loss of resistance to active 
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При этом изменение расчетной 

длины второй стойки приводит к 

уменьшения критической силы в сред-

нем на 50%.  

Выводы 

Представлены достаточно простые 

алгебраические зависимости, позволя-

ющие выявлять элементы рамно-

стержневых систем,  изменение расчет-

ной длины которых оказывает суще-

ственное влияние на критические пара-

метры устойчивости всей конструкции. 

При этом приведенные критерии позво-

ляют оценивать ресурс сопротивления 

центрально сжатых элементов рамно-

стержневых конструктивных систем. 
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