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Резюме 

Цель исследования. В статье проведено математическое моделирование и исследование движения кон-

вертоплана, выполненного по квадрокоптерной схеме, в переходных режимах, под которым будем пони-

мать момент перехода аппарата из вертикального полета в горизонтальный и обратно, осущест-

вляемый за счет изменения направления вектора тяги несущих винтов. Такие задачи изучены недоста-

точно, а именно, при выполнении таких маневров может происходить значительное отклонение конвер-

топлана от заданной траектории, а при определенных условиях потеря его управляемости и падение. 

Поэтому целью данной статьи является изучение основных закономерностей движения в переходных 

режимах и особенностей алгоритмов управления на основе математических моделей, описывающих 

управляемое движение малогабаритных беспилотных конвертопланов. 

Методы. Для решения поставленных задач использовались методы теоретической механики и механики 

роботов, матричный подход к определению радиусвекторов и их производных для основных точек 

звеньев механизма. Достоинствами матричного метода являются простота, универсальность правил 

при выборе осей координат для формирования матриц перехода. При  изучении закономерностей движе-

ния конвертоплана использовались методы математического моделирования динамических систем с 

учетом свойств электроприводов, кинематики вращения корпуса, алгоритмов формирования управляю-

щих напряжений, и внешних периодических возмущений. При разработке управляющих алгоритмов исполь-

зовались методы теории автоматического управления. Управление  осуществлялось  программно с 

помощью ПИД регулятора, позволяющего минимизировать фактические и требуемые значения управ-

ляемой величины. 

Результаты. Выявлено, что при отклонении несущих винтов возникают связанные колебания, опреде-

лена область параметров регулятора, при которых эти колебания в переходный период затухают и 

конвертоплан восстанавливает равновесное состояние. Так же выявлены зависимости отклонения 

реальной позиции аппарата от заданной по координатам ОХ, OY при изменении значений коэффициента 

дифференциальной и пропорциональной составляющих регулятора САУ соответственно. Характер 

изменения графиков свидетельствует о существенном влиянии коэффициентов регулятора на характер 

переходного процесса в части амплитудных значений ошибки и времени переходного процесса. 

Заключение. Разработана математическая модель и выполнено математическое моделирование 

движения конвертоплана в переходных режимах движения. Показано, что управление углом тангажа, а 

так же движение в вертикальной плоскости состоят из нескольких контуров пропорционально-диффе-

ренциального управления, поэтому необходимо, что бы каждый контур имел схему, препятствующую 

значительному отклонению управляемых параметров от заданных значений, при которых обеспечи-

вается устойчивый переход конвертоплана в горизонтальное положение. Определены параметры 

минимизации средней квадратической ошибки. 
 

_______________________ 

 Яцун С.Ф., Лушников Б.В., Емельянова О.В., Стуканева С.П., 2019 
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Abstract 

Purpose of research. The article provides mathematical simulation and a study of the motion of the tiltrotor, con-

structed according to the quadcopter scheme, in transient modes. Under these modes, the moment of transition of 

the device from the vertical flight to the horizontal flight and back, performed due to changing the direction of the 

thrust vector of the rotors is meant. These issues are not sufficiently studied, including the fact that, when performing 

such maneuvers, a significant deviation of the tiltrotor from the given trajectory can occur, and under certain condi-

tions, the loss of its controllability and fall can happen. Therefore, the purpose of this paper is to study the basic pat-

terns of motion in transient modes and features of control algorithms based on mathematical models describing the 

controlled motion of small unmanned tiltrotors.  

Methods. To solve these problems, methods of theoretical mechanics and mechanics of robots, a matrix approach to 

the determination of the radius-vectors and their derivatives for the main points of the mechanism pieces were used. 

The advantages of the matrix method are simplicity, universality of the rules for selecting coordinate axes for transi-

tion matrices generation. Studying the patterns of the motion of the tiltrotor, methods of mathematical simulation of 

dynamic systems considering the properties of electric drives, kinematics of rotation of the body, algorithms for the 

formation of control voltages, and external periodic disturbances, were used. When developing control algorithms, 

methods of the automatic control theory were applied; the control was performed applying software, using PID control 

allowing minimization of the actual and required values of the controlled variable. 

Results. It is revealed that in case of the deviation of the rotor, coupled oscillations occur; the range of parameters of 

the control, at which these oscillations in the transition period are damped and the tiltrotor recovers equilibrium, are 

determined. Also, there were revealed dependences of deviations of the actual position of the device from the set 

position in coordinates OH, OY, when the values of the coefficient of differential and proportional components of the 

ACS control change respectively. The pattern of the change of the diagrams indicates a significant influence of the 

control coefficients on the pattern of the transition process in terms of the amplitude values of the error and the time 

of the transition process. 
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Conclusion.  A mathematical model is developed and mathematical simulation of the tiltrotor motion in transient 

modes is performed. It is shown that the control of the pitch angle, as well as the motion in the vertical plane consist 

of several loops of proportional-differential control, so it is necessary for each loop to have a circuit that prevents a 

significant deviation of the controlled parameters from the specified values, at which a stable transition of the tiltrotor 

to the horizontal position is provided. The parameters of the mean square error minimization are determined. 
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Введение 

Последние годы широкое распро-

странение получили мультироторные 

беспилотные летательные аппараты 

(БПЛА) [1-9]. В то же время, как пока-

зали экспериментальные исследования, 

для эффективного использования таких 

устройств важно обеспечить достаточ-

ную длительность нахождения БПЛА в 

воздухе. Одним из путей повышения 

этого важного показателя является пе-

реход классических мультироторов к 

конвертопланам, которые позволяют 

использовать как вертолетный режим 

движения при взлете и зависании, так и 

самолетный, при полете в горизонталь-

ной плоскости. Такие устройства отли-

чаются от самолетных схем повышен-

ной маневренностью и скоростными 

характеристиками, а по отношению к 

мультироторам характеризуются пони-

женным энергопотреблением в гори-

зонтальном полете, что позволяет осу-

ществлять выполнение разведыватель-

ных операций, транспортных работ и 

мониторинга окружающей среды на 

удалённых и труднодоступных терри-

ториях [4, 5]. 

Несмотря на все более широкое 

распространение конвертопланов [4, 5, 

10, 11-15], управление автономным по-

летом по заданной траектории особенно 

в режимах перехода из вертикального 

полета в горизонтальный и обратно (так 

называемые, переходные режимы, осу-

ществляемые за счет изменения на-

правления вектора тяги) изучены недо-

статочно, а именно при выполнении та-

ких маневров может происходить зна-

чительное отклонение конвертоплана от 

заданной траектории, а при определен-

ных условиях потеря управляемости 

аппарата и его падение [10]. Поэтому 

целью данной статьи является изучение 

основных закономерностей движения в 

переходных режимах и особенностей 

алгоритмов управления на основе мате-

матических моделей, описывающих 

управляемое движение малогабаритных 

беспилотных конвертопланов.  



Яцун С.Ф., Лушников Б.В., Емельянова О.В., Стуканева С.П.    Исследование колебаний конвертоплана ... 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2019; 23(4): 42-56 

45 

Материалы и методы  

Схема конвертоплана-квадрокоп-

тера приведена на рис. 1. Рассмотрим 

движение конвертоплана в неподвиж-

ной декартовой системе координат 

OX0Y0Z0, пусть СX1Y1Z1 (i=1-4) – по-

движные системы координат, проходя-

щие через центр масс корпуса аппарата 

С. Ориентацию корпуса в пространстве 

задают самолетные углы рысканья , 

тангажа   и крена .  Конвертоплан со-

стоит из четырех управляемых винтов 

1-4 с изменяемыми векторами тяги, 

электроприводы которых реализованы 

на основе бесколлекторных электродви-

гателей, а также корпуса (фюзеляжа) 5 

на котором закреплены блок питания и 

плата управления, электрически связан-

ные с приводами вращения винтов [11, 

12, 15, 16]. 

 

Рис.1. Расчетная схема конвертоплана 

Fig.1. Tiltrotor design scheme 

Отклонение векторов тяги пово-

ротных приводов 1,2 на угол , осу-

ществляется в плоскостях, которые па-

раллельны плоскости  СX1Z1 . Угол , 

может изменяться от 0 до 900.  Приводы 

3,4 поворачиваются на угол   =900 в 

плоскости, параллельной СY1Z1. 

Далее будем обозначать символами 

(0) и (1) векторы, определённые в си- 

 

стемах координат OX0Y0Z0 и CX1Y1Z1, 

соответственно. Положение центра 

масс конвертоплана задается вектором 

T

ОС zyxr ],,[)0(  , а ориентация кон-

вертоплана в пространстве – вектором 
T],,[  [4,10]. Таким образом, 

вектор T

ОСrr ],[ )0()0(   полностью 

определяет пространственное располо-

жение конвертоплана. 
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Абсолютную угловую скорость вра-

щения роторов определяем как [17]:  

iCi  ,                     (1) 

где i  – абсолютная угловая скорость 

вращения i-ого ротора в подвижной  си-

стеме координат; iC  ,  – векторы уг-

ловых скоростей вращения корпуса 

конвертоплана и i-ого ротора.  

Абсолютные скорости центров масс 

роторов (точек Ai) можно представить, 

как [17]:  

)1(

10

)0()0(

ii CAСA rT  ,
(1)

10 , 
iCAT r                     (2) 

где 10T  – матрица перехода из (1) в (0) 

систему координат [4, 18, 19]; 
)1(

iCAr  – 

радиус-векторы  для точек Ai в соответ-

ствии с рис.2 имеют вид: 

h

а

d

rCA 2/

2/
)1(

1
 ,      

h

a

d

rCA 2/

2/
)1(

2
 ,  

h

d

b

rCA 2/)1(

3



 ,      

h

d

b

rCA 2/)1(

4




 .     (3) 

Здесь a, b, c, d, h – геометрические 

размеры конвертоплана. 

 

 

 

Рис.2. Геометрические параметры конвертоплана, определяющие расположение  

центров масс корпуса конвертоплана С и роторов Аi: 14  несущие винты; 5 – фюзеляж 

Fig.2. Geometric parameters of the tiltrotor, determining the location of the centers of mass  

of the tiltrotor body C and rotors Аi : 1-4 - rotors; 5 – fuselage 

Определение сил, действующих  

на конвертоплан 

Силы, приложенные к конверто-

плану (рис.1), можно разделить на си-

лы, задаваемые в абсолютной системе 

координат OX0Y0Z0: сила тяжестиG, 

приложенная в центре масс С, и силы, 

определенные в подвижной системе ко-

ординат СX1Y1Z1: силы, создаваемые 

винтами Fi, приложенные в центре 

масс роторов Ai; аэродинамические си-

лы, действующие на поверхность крыла 

Qj (j=1,2), называемые силой лобового 

сопротивления,  направленные  в сторо-

ну, противоположную оси СX1, и силу 

Qф , действующую на фюзеляж, а так же 

подъемные силы крыла Pj и фю-

зеляжаPф. 
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Приближенно модуль силы тяги 

винта определим как [19]:  

ii

T

ii bF )1(
,         (4) 

где  T
zyxi bbbb   аэродинамиче-

ский коэффициент, модуль которого    

2

2RSc
b HT

i


  [5,16,17].   

Векторы силы тяги винтов, подъем-

ной силы крыла и силы сопротивления 

соответственно в нулевой системе коор-

динат можно определить по следующим 

формулам [16, 10, 19, 12, 13]: 

)1(

10

)0(

ii FTF   ,   

       1
10

1

10 , j

0

jj

0

j QTQРTP   .     (5) 

Модули подъемной силы крыла 
 1

jP  

и силы сопротивления 
(1)

jQ  будем 

определять как [16, 10]:  

2

2

2
kV

VSc
P L(1)

j 


  ,  

2

2

2
V

VSc
Q x

D(1)

j 


 ,         (6) 

где  – плотность воздуха; сL, сD – 

коэффициенты сил подъемной и 

сопротивления, зависящие от геометрии 

крыла; S – площадь крыла; V – скорость 

набегающего  воздушного потока. 

Математическая модель движения  

конвертоплана 

Система дифференциальных урав-

нений, описывающих изменение обоб-

щенных координат, определяющих по-

ложение центра масс конвертоплана в 

пространстве под действием сил тяги 

винтов, подъемной силы, сил сопротив-

ления и сил веса, описана  в [1-3, 5, 12-

15, 20, 19]. 

Условия перехода конвертоплана из 

вертикального полета в режим горизон-

тального полета сформулируем следу-

ющим образом: 

Пусть при t=0 Hz *
, *z 0* z ,  

*z 0* z , 0 ,  i

ita , 
3

0


 . 

Для заданных граничных условий 

закон изменения угла  за время t1 име-

ет вид 

  3

3

1

2

2

1 3

3
t

t
t

t
t





 ,         (7) 

а уравнение заданного движения по ко-

ординате ОХ0: 





3

0

** )(
i

i

i tDtx ,         (8) 

тогда скорость и ускорение заданного 

движения определим как: 





3

0

** )(
i

i

i tDtx 



3

1

1** )(
i

i

i tiDtx  ,  

*x 



3

2

2** )1()(
i

i

i tDiitx ,        (9) 

где 
*

iD  постоянные, определяемые из 

граничных условий: при t=0 0*

0 x ,  

*x 0*

0 x ,  при t=t1 0*

0 x , *x lx *

0
 ,  где l – 

длина пути вдоль оси x. 

С учетом этого уравнение заданно-

го движения по координате ОХ0 будет 

иметь вид: 

  2

2

1

3

3

1

** 23
t

t

l
t

t

l
txx  .              (10) 



Машиностроение и машиноведение / Mechanical engineering and machine science 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2019; 23(4): 42-56 

48 

Считаем, что САУ конвертоплана 

обеспечивает выполнение условий: =0, 

=0. 

Дифференциальные уравнения за-

данного движения вдоль осей OX0 ,  OZ0 

представим в виде [10]: 

*x  







  *

iz
*

ix
* xPMg)-F

M
tzF

M
tx 

4

1

*
4

1

* (
1

)(;
1

)(  

4

1

1
*(t) * Mg (x*) .izz F P

M

  
    

  
    (11) 

Здесь ( ) xP x x  подъёмная сила 

крыла,  kmM - масса аппарата. 

Дифференциальные уравнения ре-

ального движения представим в виде 

*x  xPMg)-F
M

tzF
M

tx izix
  

4

1

4

1

(
1

)(;
1

)(  

*z  xPMg)-F
M

tzF
M

tx izix
  

4

1

4

1

(
1

)(;
1

)( ( ) xP x x .    (12) 

Вычтем из (11) (12) и получим: 

*(t) (t)x x )(
1

)()(
4

1

4

1

*   ixix
* FF

M
txtx  ,    (13) 

1
*(t) (t) ( ( )),dz pzz z k z k z P x

M
        (14) 

где kpz, kdz  коэффициенты соответствен-

но пропорционального и дифференци-

ального регулятора, ( ) ( *) ( )P x P x P x   . 

Пусть корректирующее воздей-

ствие вдоль оси OX0: 
4

1

ixF опреде-

ляется по формуле, что соответствует 

пропорционально-дифференциальному 

регулятору: 

xkxkF dxpxix


4

1

x .           (15) 

Тогда: 

* * *,

pxdx

pxdx

kk
x x x

M M

kk
x x x

M M

  

 

                   (16) 

или с учетом (11) уравнение  (18) будет 

иметь вид 

* * *,

pxdx
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x x x

M M
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k
tDiix

M
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
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3
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*
3

1
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2
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i
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i

i

i

pxdx tD
M

k
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k
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k
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k
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Решение уравнения представим в 

виде 

  





3

0

*

11

i

i

i

tК

12

tКtn
tEеА еАex pxpxx

, (18) 

где 
M

k
n dx

x
2

 , 
M

k
K

px

px  . 

Коэффициенты 12А,А11 определим 

из начальных условий, а 
*

iE найдем из 

уравнения:  





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где  







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i tDktiDktDiit . 

Теперь можно определить отклоне-

ние по координате ОХ0 реального по-

ложения центра масс конвертоплана от-

носительно заданного:  

xtxtx  )()(*
,       (20) 



Яцун С.Ф., Лушников Б.В., Емельянова О.В., Стуканева С.П.    Исследование колебаний конвертоплана ... 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2019; 23(4): 42-56 

49 

или с учетом (18) из уравнения (19) 

определим: 

  

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12
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i tEеА еАetDx xxx .                                         (21) 

Очевидно, что величина ошибки за-

висит от коэффициентов kpx, kdx и вре-

мени t. 

Далее, аналогично, в соответствии с 

(12), (13), определим отклонение по ко-

ординате ОZ0 реального положения 

центра масс конвертоплана относитель-

но заданного: 

*( ) ( )z t z t ))xP(Mg)-F)xP(Mg)-F
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(25) 
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Решение уравнения (25) представим 

в виде общего и частного решений: 
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где  
M

k
n dz

z
2

 ,  частное решение z за-

висит от вида ( )P x . 

Для малых скоростей и заданного 

движения:  

( *)P x 
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3

1

1**)(
i

i

ix tiDxP  ,      (27) 

 для возмущенного движения: 
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Отклонение реального положения 

центра масс от заданного определим как: 
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Результаты и их обсуждение 

Проведем моделирование переход-

ного процесса и построим графики за-

висимостей корректирующих воздей-

ствий Х, Y от коэффициентов  про-

порционального kp и  дифференциаль-

ного  kd  регуляторов [14, 15, 20]: 

   ),( tktkxx pxdx ,  

   ),( tktkzz pzdz .      (30) 
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Необходимо также определить зна-

чения 
min

K , 
min

K  соответствующие 

минимальному отклонению реального 

положения центра масс конвертоплана 

от заданного из условий:  

0


pxКd

хd
, 0



dxКd

xd
,  0



pzКd

zd
,  

0


dzКd

zd
.                   (31) 

На рисунках 3, 4 приведены зави-

симости корректирующей ошибки х от  

различных значений коэффициентов kpx, 

kdx регулятора. 

Можно отметить, что при опреде-

ленных коэффициентах пропорцио-

нально-дифференциального регулятора 

при внешнем возмущении  колебания 

системы в переходный период  быстро 

затухают и аппарат восстанавливает 

равновесное состояние как по оси  ОХ0 

так и по оси ОZ0. 

 

 

Рис.3.  График отклонения реального положения 

центра масс от заданного при начальной скорости 

0=1 м/с; kpx= 5 и различных kdx  

Fig.3. Diagram of the deviation of the actual position of 
the center of mass from the set position at the initial 

velocity 0 = 1 m/s; kpx=-5 and various kdx 

Рис. 4. График отклонения реального положения 

центра масс от заданного при начальной скорости 

0=1 м/с; kdх= 1 и различных kрx  

Fig.4. Diagram of the deviation of the actual position 
of the center of mass from the given position at the 

initial velocity 0=1 m/s; kdх = 1 and various kрx 
 

На рис. 5 приведен график линий 

равного уровня для минимальных и 

максимальных значений интегральной 

ошибки     

T

dttx
Т

x
0

21
  для ко-

эффициентов kpх и kdх регулятора. 

На рис. 6 представлены графики за-

висимости отклонения по оси OZ0 для 

различных значений коэффициентов μx, 

определяющих подъёмную силу крыла. 

Из анализа графиков следует, что с уве-

личением μx, ошибка, вызванная воз-

мущением, существенно возрастает при 

сохранении устойчивого состояния и 

быстродействия. 

На рис. 7-8 приведены зависимости 

отклонения реальной позиции конвер-

топлана от заданной по координате OZ0 

при изменении значений коэффициента 

дифференциальной и пропорциональ-

ной составляющих регулятора САУ со-

ответственно. 
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Рис. 5. График линий разного уровня  
для значений  kpх  и kdх регулятора 

Fig.5. Diagram of the lines of different  
level for values for kpх and kdх  of the control 

Рис.6. График отклонения реального положения 
центра масс по координате OZ0  от заданного  

(при 0z=1 м/с; 0y=1 м/с s; H=50 м; ny =2 c
-2

  
и различных коэффициентах μx ) 

Fig.6. Diagram of the deviation of the actual position  
of the center of mass from the given position in OZ0 

coordinate (if 0z=1 m/s; 0y=1m/s; H=50 m;  
ny =2 s

-2
  and various ratios μx) 

 

Характер изменения графиков сви-

детельствует о существенном влиянии 

коэффициентов регулятора на характер 

переходного процесса в части ампли-

тудных значений ошибки и времени пе-

реходного процесса. Для минимизации 

ошибки позиционирования необходимо 

решать задачу синтеза параметров ре-

гулятора, так же, как это выполнено для 

координаты OX0 (рис 6). 

  

Рис.7. График отклонения реального положения 
центра масс по координате OZ0  от заданного (при 

0y = 1 м/с; H=50 м;  Kpz   c
-2

 и различных 
коэффициентах nz ) 

Fig.7. Diagram of the deviation of the actual position  
of the center of mass from the given position  

in OZ0 coordinate (if 0y = 1 m/s; H=50 m;  

Kpz =4 s
-2 

and various ratios nz ) 

Рис.8. График отклонения реального положения 
центра масс по координате OZ0 от заданного.  

(0y= 1 м/с; H=50 м;  nz c
-2

 и различных 
коэффициентах Kpz) 

Fig.8. Diagram of the deviation of the actual position  
of the center of mass from the given position  

in OZ0 coordinate (if 0y= 1 m/s; H=50 m; nz =2 s
-2

  
and various ratios Kpz) 
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Выводы 

В результате проведенных исследо-

ваний разработана математическая мо-

дель пространственного движения кон-

вертоплана-квадрокоптера с одновре-

менным отклонением вектора тяги вра-

щающихся винтов, предложена струк-

турная модель устройства, состоящая из 

четырех вращающихся винтов и крыла, 

обеспечивающая высокие аэродинами-

ческие характеристики.  

Особое внимание уделено изуче-

нию закономерностей автоматического 

движения аппарата в переходных ре-

жимах в момент, когда происходит пе-

реход из вертикального полета в гори-

зонтальный. Определены отклонения 

реальной траектории от заданной как по 

вертикальной, так и по горизонтальной 

траекториям. Рассмотрен случай при-

менения ПД регулятора. 

Определены параметры минимиза-

ции средней квадратической ошибки. 
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