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Резюме 

Цель исследования. В статье рассматривается адаптация алгоритма расширенного фильтра 

Калмана для комплексирования данных датчиков физических величин мобильного робота. 

Методы. Комплексирование информации – процесс объединения информации (данных) для 

определения или прогнозирования состояния объекта. Комплексирование обеспечивает повышение 

робастности управления роботом и точности машинного восприятия информации. Этот процесс схож с 

многократным проведением эксперимента с целью установить прямым и/или косвенным путями значение 

некоторой физической величины с требуемой точностью. В системе управления мобильным роботом 

комплексирование информации датчиков осуществляется одним или несколькими вычислительными 

устройствами (например, процессорами или микроконтроллерами) [1-5]. 

Результаты. Успехи в цифровой обработке сигналов и обработке изображений основаны на новых 

алгоритмах, повышении скорости обработки данных вычислительными устройствами и увеличении 

скорости доступа к данным, находящимся в хранилищах (запоминающих устройствах) и емкости 

последних. Вычислительными устройствами также выполняется усреднение и фильтрация сигналов 

отдельных датчиков и дальнейшее их согласование. Задача рационального объединения и обработки 

информации от различных измерителей может быть решена с помощью алгоритма фильтра Калмана. 

Алгоритм линейного фильтра Калмана и, в частности, алгоритм расширенного фильтра Калмана в ходе 

своей работы выполняют большой объем вычислений. В сравнении с линейным фильтром Калмана, при 

работе расширенного фильтра Калмана значительно возрастают требования к вычислительной 

мощности бортового вычислителя (вычислительного устройства, ЭВМ) мобильного робота. 

Заключение. Главный эффект от комплексирования заключается в получении принципиально новой 

информации, которая не может быть получена от отдельных датчиков. Такой подход разгружает каналы 

передачи информации от больших (избыточных) потоков данных, идущих непосредственно от датчиков, 

и позволяет снизить требования к вычислительной мощности вычислительного устройства верхнего 

уровня структуры системы управления мобильным роботом. 
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Abstract 

Purpose of research.  The article deals with the adaptation of the algorithm of the extended Kalman filter for the 

integration of data from sensors of physical values of a mobile robot  

Methods. Integration of data is the process of information (data) fusion for determination or prediction of the 

state of an object. Integration provides increased robustness of robot control and accuracy of machine perception of 

information. This process is similar to repeated experiments in order to determine in direct and/or indirect ways the 

value of a physical quantity with the required accuracy. In the control system of a mobile robot, the integration of sen-

sor data is carried out by one or more computing devices (for example, processors or microcontrollers) [1-5]. 

Results. Advances in digital signal processing and image processing are based on new algorithms, increasing 

the speed of data processing by computing devices and increasing the speed of access to data stored in storage 

(storage devices) and the capacity of the latter. Computing devices also perform averaging and filtering of signals of 

individual sensors and their further matching. The problem of sustainable integration and processing of information 

from different measuring devices can be solved with the help of the Kalman filter algorithm. The Kalman linear filter 

algorithm and, in particular, the extended Kalman filter algorithm perform a large amount of computation in the course 

of their work. In comparison with the linear Kalman filter, the extended Kalman filter significantly increases the 

requirements for the computing power of the onboard computer (computing device, computer) of amobile robot. 

Conclusion. The main effect of integration is to obtain fundamentally new information that cannot be obtained 

from individual sensors. This approach relieves data channels of large (excessive) data flows coming directly from the 

sensors, and reduces the requirements for computing power of the computing device of the upper level of the 

structure of the mobile robot control system.  
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*** 

Введение 

Алгоритм фильтра Калмана (ФК) 

назван в честь Рудольфа Эмиля Калма- 
 

на, являющегося одним из основных 

разработчиков теории данного фильтра. 

Первые работы Р.Э. Калмана, посвя- 

щенные данному фильтру, появились в 
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1959-1960 гг. [6]. Фильтр Калмана так-

же называют фильтром Стратоновича-

Калмана-Бьюси, т.к. он является част-

ным случаем более общего, нелинейно-

го фильтра, разработанного советским 

математиком Р.Л. Стратоновичем [7]. В 

1960-1961 гг. Р.Э. Калман и Р.С. Бьюси 

разработали версию фильтра для непре-

рывного времени [8]. 

Цифровой ФК представляет собой 

последовательный рекуррентный алго-

ритм фильтрации информации дискрет-

ных динамических систем, заданных в 

пространстве состояний. ФК обрабаты-

вает всю информацию, которая может 

быть предоставлена ему: все доступные 

измерения, независимо от их точности, 

для оценки текущего значения интере-

сующих переменных с использованием 

знаний о динамике системы и измери-

тельных устройств, статистическое опи-

сание шумов системы, значения по-

грешностей измерений, оценки неопре-

деленности состояния системы, любая 

доступная информация об исходных 

условиях интересующих переменных. 

Данный алгоритм объединяет все до-

ступные данные измерений, а также 

предварительные (предшествующие) зна-

ния о системе и измерительных устрой-

ствах для получения оценки желаемых 

переменных таким образом, чтобы 

ошибка была статистически минимизи-

рована. 

Цель работы – адаптация алгорит-

ма расширенного фильтра Калмана для 

комплексирования данных датчиков 

физических величин мобильного робота. 

Методы решения задачи 

1. Алгоритм ФК 

Различные реализации ФК, в том 

числе для нелинейных систем, такой 

как расширенный фильтр Калмана 

(РФК, англ. Extended Kalman filter – 

EKF) [9], широко используются в нави-

гационных системах летательных аппа-

ратов, надводных и подводных кораб-

лей, космических аппаратов, ракет, 

наземных транспортных средств, робо-

тотехнике. Из-за требований к высокой 

вычислительной мощности процессоров 

и микроконтроллеров бортового обору-

дования, а также наличию установлен-

ного в нем большого объема памяти, 

длительное время данный рекуррент-

ный фильтр имел малую область при-

менения. 

Работу алгоритма ФК можно разде-

лить на 4 стадии: 

1) инициализация; 

2) прогнозирование; 

3) наблюдение; 

4) оценивание. 

Стадии алгоритма 2-4 выполняются 

циклично и составляют каждый цикл 

работы фильтра; стадии 3 и 4 можно 

объединить в этап «корректировка» 

(рис. 1). На стадии инициализации вы-

полняется присвоение элементам ис-

пользуемых в алгоритме массивов дан-

ных (векторов и матриц) нуля и задание 

начальных значений элементам матри-

цы ковариаций шума процесса и эле-

ментам матрицы ковариаций ошибок 

измерения. Во второй стадии выполня-

ется прогнозирование состояния неко-
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торой системы в следующий момент 

времени. Третья стадия – получение но-

вой информации (например, данных от 

датчика). В четвертой стадии новая ин-

формация корректирует спрогнозиро-

ванные значения состояния. 

 

 

Рис. 1. Стадии работы алгоритма  

фильтра Калмана 

Применение алгоритма ФК в си-

стеме управления мобильным роботом 

позволяет выполнить фильтрацию и 

комплексирование информации с целью 

получения скрытых (контекстных) све-

дений о состоянии системы робота. 

Для описания работы ФК введем 

следующие обозначения. 

Текущее общее состояние некото-

рой системы представим в виде множе-

ства значений состояний (например, пе-

ремещения, скорости, ускорения) и 

опишем их в виде вектора x размерно-

стью n: 
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Вектор x является результатом ра-

боты алгоритма ФК. 

Измерения (наблюдения) обозна-

чим в виде вектора z размерностью m: 
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Элементы z1...zm вектора z являются 

входными данными (например, данны-

ми датчиков физических величин) ФК. 

При условии, что размерность вектора x 

меньше размерности вектора z (n < m), 

ФК выполняет комплексирование (объ-

единение) информации. 

Модель системы для дискретного 

времени подразумевает, что состояние 

системы x в момент времени k (tk) опре-

деляется уравнением состояния: 

)1(w)1(u)(B

)1(x)(F)(x





kkk

kkk

,
        (1) 

где F(k) – матрица эволюции (процесса 

изменения состояния) системы от мо-

мента времени k–1 до момента времени 

k (применяется к предыдущему состоя-

нию системы, т.е. к x(k–1)) – размер-

ность матрицы n×n; 

x(k–1) – предыдущее состояние си-

стемы; 

B(k) – матрица управления (приме-

нения управляющего воздействия) 

(применяется к вектору управляющих 

воздействий в предыдущий момент 

времени, т.е. к u(k–1)) – размерность 

матрицы n×e; 

u(k–1) – вектор управляющих воз-

действий размерностью e в предыду-

щий момент времени; 
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w(k–1) – вектор шума процесса 

(случайного процесса) размерностью n, 

описывающий случайный характер эво-

люции системы в предыдущий момент 

времени, имеет многомерное нормаль-

ное распределение N и характеризуется 

нулевым математическим ожиданием 

(средним значением случайной величи-

ны) и ковариационной матрицей Q(k) – 

матрицей ковариаций шума процесса 

размерностью n×n: ))(,0(~)( kk QΝw . 

Произведение матрицы управления 

B на вектор управляющих воздействий 

u в (1) может отсутствовать, если в ФК 

не учитываются управляющие воздей-

ствия на систему. 

В момент времени k выполняется 

наблюдение системы с целью сформи-

ровать вектор z(k). Данный вектор вы-

разим в виде уравнения наблюдений: 

)()()()( kkkk vxHz  ,         (2) 

где H(k) – матрица наблюдений систе-

мы (применяется к состоянию x(k) си-

стемы для отображения пространства 

состояний в пространство наблюдений) 

– размерность матрицы m×n; 

x(k) – состояние системы в момент 

времени k; 

v(k) – вектор ошибок измерения 

(наблюдаемого «белого» гауссовского 

шума) размерностью m, характеризую-

щегося нулевым математическим ожи-

данием (средним значением случайной 

величины) и ковариационной матрицей 

R(k) – матрицей ковариаций ошибок 

измерения размерностью m×m: 

))(R,0(Ν~)(v kk . 

Предполагается, что вектор шума 

процесса w и вектор ошибок измерения 

v независимы друг от друга. 

Вектор )1|(ˆ kkx  априорной (про-

гнозируемой) оценки состояния систе-

мы выразим следующим образом: 

)(u)(B)1|1(x̂)(F)1|(x̂ kkkkkkk  , (3) 

где )1|1(x̂  kk  – вектор оценки состо-

яния системы в момент времени (k–1) с 

учетом наблюдений по момент времени 

(k–1) включительно. 

Ковариационную матрицу P(k | k–1) 

априорной (прогнозируемой) ошибки 

(ошибки оценки) состояния системы 

выразим как 

)(Q)(F)1|1(P)(F)1|(P T kkkkkkk  , (4) 

где P(k–1 | k–1) – матрица ковариаций 

ошибки (ошибки оценки) состояния си-

стемы в момент времени (k–1) – раз-

мерность матрицы n×n; 

Q(k) – матрица ковариаций шума 

процесса. 

Вектор )|(ˆ kkx  апостериорной (об-

новленной) оценки состояния системы 

выразим следующим образом: 

 

 )1|(x̂)(H)(z

)(G)1|(x̂)(z)(G

)1|(x̂)(H)(G)|(x̂







kkkk

kkkkk

kkkkkk 1

       (5) 

где 1 – единичная матрица размерно-

стью n×n: 
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1 , 

G(k) – матрица коэффициентов 

усиления, оптимальных по Калману – 

размерность матрицы n×m; 

, 
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H(k) – матрица наблюдений системы. 

Ковариационную матрицу P(k | k) 

апостериорной (обновленной) ошибки 

(ошибки оценки) состояния системы 

выразим как 

)(G)(S)(G)1|(P)|(P T kkkkkkk  ,   (6) 

где S(k) – матрица ковариаций отклоне-

ний (инноваций) размерностью m×m: 

)(R)(H)1|(P)(H)(S T kkkkkk  .       (7) 

Матрицу G(k) коэффициентов уси-

ления можно представить в виде: 

)(S)(H)1|(P)(G -1T kkkkk  ,         (8) 

тогда, выполнив подстановку (8) в (6), 

получим: 

  )(G)(S)(S)(H)1|(P

)1|(P)|(P

T1T kkkkkk

kkkk

-


.      (9) 

Т.к. матрица S(k) ковариаций от-

клонений является невырожденной 

квадратной, то 

1 )(S)(S)(S)(S 11 kkkk --
,       (10) 

где 1 – единичная матрица размерно-

стью m×m. 

Отсюда имеем: 

)(G)(H)1|(P

)1|(P)|(P

TT kkkk

kkkk




       (11) 

Т.к. ковариационная матрица P 

ошибки оценки состояния системы яв-

ляется квадратной симметричной, то 

  )|(P)|(P
T

kkkk  , 

  )1|(P)1|(P
T

 kkkk ,        (12) 

  
TTT )(G)(H)1|(P)1|(P kkkkkk  

)1|(P)(H)(G)1|(P  kkkkkk .      (13) 

Транспонируя левую и правую ча-

сти выражения (11), имеем: 

  )1|(P)(H)(G)|(P  kkkkkk 1 ,      (14) 

где 1 – единичная матрица размерно-

стью n×n. 

Выражение (14) справедливо для 

оптимального усиления Калмана (8). 

Стадия «прогнозирование» работы 

ФК описывается выражениями (3) и (4), 

этап «корректировка» – выражениями 

(5) и (6) (рис. 1). 

Вектор некоторого отклонения (ин-

новации) )(~ ky , полученного на шаге k 

наблюдения системы от наблюдения 

системы, ожидаемого при произведен-

ном прогнозировании, определим как 

)1|(x̂)(H)(z)(y~  kkkkk ,      (15) 

где )(~ ky  – вектор отклонения (иннова-

ции) размерностью m. 

Таким образом, вектор апостериор-

ной (обновленной) оценки состояния 

системы можно выразить как 

 )1|(x̂)|(x̂ kkkk  

  )1|(x̂)(H)(z)(G kkkkk  

)(y~)(G)1|(x̂ kkkk  . 

Отсюда матрицу S(k) ковариаций 

отклонений (инноваций) можно выра-

зить как 

))(y~cov()(S kk  .       (16) 

Матрицу P ковариаций ошибки 

(ошибки оценки) состояния системы 

выразим следующим образом: 

– для априорной (прогнозируемой) 

ошибки – 

 )1|(x̂)(xcov)1|(P  kkkkk ,     (17) 

. 
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для апостериорной (обновленной) 

ошибки – 

 )|(x̂)(xcov)|(P kkkkk  .      (18) 
 

2. Алгоритм РФК 

РФК является субоптимальным ал-

горитмом фильтрации, применяемым 

при работе с нелинейными системами 

[9]. Отличие данного фильтра от линей-

ного фильтра Калмана состоит в воз-

можности принятия нелинейной модели 

(например, модели движения цели, моде-

ли измерений) системы. Алгоритм РФК 

предполагает линеаризацию нелинейных 

функций в уравнениях состояния и 

наблюдений с последующим применени-

ем линейного фильтра Калмана. 

Для РФК уравнение состояния (1) и 

уравнение наблюдений (2) принимают 

вид выражений (19) и (20) соответ-

ственно: 

  )(w)1(,)1(u),1(x)(x kkkkk  f ,(19) 

  )(v),(x)(z kkkk  h .       (20) 

В уравнении состояния (19) и урав-

нении наблюдений (20) функции f(•) и 

h(•) – некоторые нелинейные векторные 

функции, дифференцируемые по векто-

ру состояния x, такие, что: 

)1(u),1|1(x̂

x
x

)(





kkk

kJ
f

f ,      (21) 

)1|(x̂

x
x

)(





kk

kJ
h

h ,       (22) 

где )(kJ
xf  – квадратная матрица Якоби 

n×n (n – размерность вектора состояния 

x) для уравнения состояния в момент 

времени (k–1) (в предыдущем состоя-

нии системы); 

)(kJ
xh  – прямоугольная матрица 

Якоби m×n (m – размерность вектора 

наблюдений z, n – размерность вектора 

состояния x) для уравнения наблюдений 

в момент времени k (в спрогнозирован-

ном состоянии системы). 

Нелинейная функция процесса (из-

менения состояния) f(•) используется 

для прогнозирования состояния (оценки 

состояния) системы исходя из предыду-

щего её состояния (оценки состояния). 

Нелинейная функция наблюдений 

h(•) применяется для прогнозирования 

наблюдений из спрогнозированного со-

стояния (оценки состояния) системы. 

Для получения частных производ-

ных первого порядка векторных функ-

ций f(•) и h(•) размерностями n и m со-

ответственно (с целью линеаризации 

нелинейных векторных функций f(•) и 

h(•) и формирования матриц Якоби 

)(kJ
xf  и )(kJ

xh  (21)-(22)) необходимо, 

чтобы элементы этих функций являлись 

функциями таких аргументов, что: 

 





















),(

),,(

),(

22

11

nn xf

xf

xf









f ,  

 





















),(

),,(

),(

22

11

nm xh

xh

xh









h , 

где x1,…,xn – элементы вектора x состо-

яния системы, 

f1(•), …, fn(•) и h1(•), …, hm(•) – неко-

торые нелинейные функции одного или 

нескольких аргументов. 
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Для алгоритма РФК стадия «про-

гнозирование» описывается выражени-

ями (23) и (24): 

 )1(),1(u),1|1(x̂)1|(x̂  kkkkkk f ,(23) 

)1(Q)()1|1(P)()1|(P
T

xx
 kkJkkkJkk ff

)1(Q)()1|1(P)()1|(P
T

xx
 kkJkkkJkk ff ,                              (24) 

где )(
x

kJ f  и )(
T

x
kJ f  – исходная и 

транспонированная квадратные матри-

цы Якоби векторной функции f(•) соот-

ветственно. 

Этап «корректировка» РФК описы-

вается выражениями (25) и (26): 

  )1|(x̂)(z)(G)1|(x̂)|(x̂  kkkkkkkk h

  )1|(x̂)(z)(G)1|(x̂)|(x̂  kkkkkkkk h ,       (25) 

  )1|(P)()(G)|(P
x

 kkkJkkk h1 , (26) 

где 1 – единичная матрица размерно-

стью n×n; 

)(kJ
xh  – прямоугольная матрица 

Якоби векторной функции h(•). 

Матрицу G(k) коэффициентов уси-

ления и матрицу S(k) ковариаций от-

клонений можно представить в виде 

)(S)()1|(P)(G -1T

x
kkJkkk h ,           (27) 

)(R)()1|(P)()(S
T

xx
kkJkkkJk  hh , (28) 

где )(kJ
xh  и )(

T
kJ

xh  – исходная и 

транспонированная прямоугольные 

матрицы Якоби векторной функции h(•) 

соответственно. 

Результаты и их обсуждение 

Комплексирование данных расши-

ренным фильтром Калмана осуществ-

ляется с помощью определенных функ-

ций-элементов h1(•), …, hm(•) векторной 

функции h(•) при условии, что размер-

ность вектора )|(ˆ kkxx   (результата 

цикла работы фильтра) меньше размер-

ности вектора z, например, при n = 1, n 

< m, n = const, m = const: 

 





















)(

)(

)(

1

12

11

xh

xh

xh

m


h , 

т.е. только первый элемент вектора x 

будет являться аргументом функций 

h1(•), …, hm(•). Исходя из данной век-

торной функции h(•) формируется мат-

рица )(
x

kJh . Значения элементов век-

торной функции h(•) и матрицы )(kJ
xh  

вычисляются в начале каждого цикла 

работы фильтра (см. рис. 1). 

Значения элементов матрицы G(k) 

коэффициентов усиления могут быть 

использованы как весовые коэффици-

енты (весы) определенных элементов 

вектора z с целью придания некоторым 

элементам данного вектора большего 

или меньшего веса в значении резуль-

тата процесса комплексирования по 

сравнению с другими элементами век-

тора z. При этом вычисление значений 

элементов матрицы G(k) согласно вы-

ражениям (27) и (28) не выполняется в 

ходе работы РФК, а вместо этого осу-

ществляется присвоение элементам 

матрицы G(k) конкретных значений ве-

са в диапазоне 0,0…1,0 (с учетом того, 

что сумма весов всех элементов вектора 

z, соответствующих конкретному эле-

менту f вектора x̂ , равна 1,0). Таким 

образом, результат процесса комплек-

сирования можно выразить как 
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qfqqfff kkkkkkkk )1|(x̂)(z)(G)1|(x̂)|(x̂ ,  h

  
qfqqfff kkkkkkkk )1|(x̂)(z)(G)1|(x̂)|(x̂ ,  h ,     (29) 

или, если записать результат процесса 

комплексирования как результат объеди-

нения данных наблюдений z(k), то дан-

ный результат является средним арифме-

тическим взвешенным значением, 

 



b

aq

qqf kkK )(z)(G , ,      (30) 

где K – результат процесса комплекси-

рования; 

fkk )|(x̂  и fkk )1|(x̂   – некоторые 

элементы векторов )|(x̂ kk  и )1|(x̂ kk  

соответственно, содержащие результат 

комплексирования; 

f – индекс элементов векторов 

)|(ˆ kkx  и )1|(ˆ kkx  и матрицы G(k) (ин-

декс строки), ),0[ nf  ; 

q – индекс элементов вектора z(k), 

матрицы G(k) (индекс столбца), вектор-

ной функции h(•),   mbabaq  0,,

  mbabaq  0,, , n < m, n = const, m = const, 

a = const, b = const. 

Каждый цикл работы РФК состоит 

из последовательного выполнения опе-

раций: 

1) формирование функции h(•) и 

матрицы )(kJ
xh ; 

2) формирование функции f(•) и 

матрицы )(kJ
xf ; 

3) вычисление матрицы P(k | k–1) 

согласно выражению (24); 

4) вычисление (формирование) 

матрицы G(k); 

5) формирование вектора z(k); 

6) вычисление вектора )|(ˆ kkx  со-

гласно выражению (25); 

7) вычисление матрицы P(k | k) со-

гласно выражению (26). 

Выводы 

Алгоритм линейного фильтра Кал-

мана и, в частности, алгоритм РФК в 

ходе своей работы выполняют большой 

объем вычислений. В сравнении с ли-

нейным фильтром Калмана, при работе 

РФК значительно возрастают требова-

ния к вычислительной мощности бор-

тового вычислителя (вычислительного 

устройства, ЭВМ) мобильного робота. 

Значения элементов векторов и матриц, 

перечисленных в таблице, должны вы-

числяться на каждом цикле (итерации) 

работы фильтра – например, в РФК 

элементы матриц Якоби не являются 

константами. Увеличение размерностей 

векторов и матриц влечет за собой воз-

растание вычислительных затрат рабо-

ты фильтра. В алгоритме РФК 

наибольших вычислительных затрат 

требуют операции умножения и обра-

щения матриц. Вычислительная (вре-

менная) асимптотическая сложность 

одной итерации алгоритма РФК в худ-

шем случае достигает O(n3), где n – 

объем обрабатываемых алгоритмом 

данных [10]. В РФК используется лине-

аризованная модель реальной нелиней-

ной системы. Для минимизации ошибок 

работы данного фильтра требуется за-

дание корректных начальных значений 

элементам векторов и матриц на стадии 

инициализации. 
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Размерности векторов и матриц алгоритма ФК 

Вектор Размерность Матрица Размерность (строки × столбцы) 

x ( x̂ ) n F n×n 

z m H m×n 

y~  m B n×e 

u e Q n×n 

w n R m×m 

v m P n×n 

f(•) n G n×m 

h(•) m S m×m 

Примечание: n, m, e Ν  
xfJ  n×n 

T

xfJ  n×n 

xhJ  m×n 

T

xhJ  n×m 

 

Особенность фильтров Калмана – 

предположение, что в системе присут-

ствует влияние гауссовского «белого» 

шума (характеризующегося нулевым 

математическим ожиданием) на её со-

стояние, в то время как часто шум име-

ет более сложную структуру. 

Необходимые условия для успеш-

ного комплексирования данных: 

– адекватные наблюдаемым физи-

ческим величинам данные датчиков ро-

ботов; 

– достаточная частота сбора (об-

новления) данных датчиков; 

– соразмерные (однотипные) дан-

ные датчиков; 

– достаточная разрешающая спо-

собность датчиков; 

– высокая надежность датчиков; 

– достаточный диапазон (рабочая 

зона) действия датчиков; 

– наличие только постоянной по-

мехи и/или случайных помех, вероят-

ность которых подчиняется закону рас-

пределения Гаусса (нормальному зако-

ну распределения). 
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