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МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ  

В КОНФУЗОРНЫХ КАНАЛАХ В УСЛОВИЯХ МНОГОЗОННОЙ ПОДАЧИ  

СМАЗОЧНОГО МАТЕРИАЛА 

Одним из существенных условий для создания несущей способности смазочного слоя в тонких 

каналах с движущимися относительно друг друга образующими поверхностями является наличие 

геометрического или вязкостного клина. В данной работе авторами предлагается способ создания 

дополнительной несущей способности за счет так называемого искусственного температурного клина. 

В работе представлена математическая модель неизотермического течения вязкой жидкости в 

конфузорном канале, образованном двумя несоосными цилиндрами, учитывающая многозонный способ 

подачи смазочного материала неоднородной температуры. В основе разработанной математической 

модели лежит обобщенное уравнение Рейнольдса и уравнение конвективной теплопроводности, 

записанные в бицилиндрических координатах, что значительно упрощает задание граничных условий. 

Справедливость использования уравнения Рейнольдса подтверждается анализом слагаемых уравнения 

Навье-Стокса в рассматриваемом диапазоне значений геометрических, кинематических и статических 

факторов. Математическая модель численно реализована с помощью метода конечных разностей, а 

разработанная программа расчета представляет собой некий практический инструментарий для 

расчета распределенных и интегральных характеристик рассматриваемых объектов применительно к 

подшипникам жидкостного трения и гидродинамическим щелевым уплотнениям. В частности, в данной 

работе показана эффективность создания искусственного температурного клина за счет многозонной 

подачи смазочного материала неоднородной температуры. На основании вычислительного эксперимента 

определены температурные условия при подаче смазочного материала, которые позволяют добиться 

повышения несущей способности в среднем на 20%, при том, что коэффициент трения снижается на 

16% для рассматриваемого объекта применительно к подшипникам жидкостного трения лабораторной 

роторно-опорной установки. 
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*** 

Введение 

Условиями развития гидродинамиче-

ской подъемной силы при течении вязкой 

среды в тонком канале являются: значи-

мый перепад скорости по толщине слоя, 

который возникает благодаря взаимному 

движению поверхностей, «прилипанию» 

среды к трущимся поверхностям, свой- 
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ству вязкости среды и малому зазору 

между поверхностями; изменение зазора 

между трущимися поверхностями во 

времени или по направлению движения 

среды. Особое внимание следует уделить 

второму условию, которое обычно сво-

дится к эффекту клина. Причем это усло-

вие не является обязательным и эффект 

геометрического клина может быть заме-

нен клином вязкостным или плотностным 

[1]. Исследование подобных альтерна-

тивных эффектов берет начало с экспе-

риментов А. Фогга (1946 г.), в результате 

которых была обнаружена несущая спо-

собность в слое между гладкими парал-

лельными поверхностями [1, 2]. У. Коуп 

обосновал этот эффект математически и 

получил формулу для температурно-

плотностного клина, аналогичную фор-

муле для геометрического клина, связы-

вающую градиент давления и функцию 

вязкости. У. Коуп согласился с А. Фог-

гом, что эффект температурно-

плотностного клина менее значителен, 

чем эффект геометрического клина [1, 3]. 

Позднее этот эффект был объяснен  

Д. Доусоном в большей мере термиче-

ским расширением деталей сопряжения, а 

Дж. Янг в своих исследованиях показал, 

что для получения значительной несущей 

способности необходимы большие гради-

енты температур и очень тонкие слои 

жидкости [4]. Тем не менее, исследования 

в этой области не прекратились [1, 5-6]. 

На сегодняшний день принято разделять 

эффект плотностного клина и эффект 

вязкостного клина. Эффект плотностного 

клина всегда положительный с точки 

зрения создания дополнительной несу-

щей способности, но при этом незначи-

тельный и им можно пренебречь [1]. Эф-

фект вязкостного клина может быть как 

положительным, так и отрицательным, и 

столь же значимым, как и эффект геомет-

рического клина [1]. Эффект вязкостного 

клина для ньютоновских жидкостей мо-

жет быть вызван температурной неодно-

родностью. В работе [7] авторами приве-

дены результаты решения задачи совер-

шенствования реологических свойств 

среды по критерию минимума энергопо-

терь. В данной статье теоретически ис-

следуется проблема создания искус-

ственного температурно-вязкостного 

клина путем подачи среды неоднородной 

температуры. 

Концептуальная и математическая модель 

Исследуется течение вязкой несжи-

маемой жидкости в несоосном канале, 

образованном двумя цилиндрами длиной 

L , внешний цилиндр радиуса R  непо-

движен, внутренний радиуса r  вращает-

ся с постоянной угловой скоростью  . 

Осуществляется осевая подача жидкости 

под давлением 0p  с одного торца, 1p  - 

давление в жидкости на противополож-

ном торце. Поле скоростей предполагает-

ся трехмерным ]].[[ 321 vvvV 


 

Основные уравнения, описывающие 

данный процесс, удобнее представить в 

бицилиндрической системе координат, т.к. 

изоповерхностями одной из координат яв-

ляются цилиндры со смещенными центра-

ми, и область течения между несоосными 

цилиндрами будет иметь форму прямо-

угольного параллелепипеда 
  iii , 

что упрощает, например, задание гранич-

ных условий и пределов интегрирования 

(рис. 1). 
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Рис.1. Расчетная область в декартовых и бицилиндрических координатах 

Уравнения неразрывности и Навье-

Стокса с учетом допущений Рейнольдса 

[8], обоснованных для данной постановки 

задачи в работе [9], примут вид: 
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где i  – радиальная, окружная и осевая 

бицилиндрические координаты соответ-

ственно, ),( 21  HH  – функция коэф-

фициента Ламе [10]. 

Интегрирование первого уравнения 

(1) по координате 1  в интервале 

  111  с учетом кинематических гра-

ничных условий и выражений для скоро-

стей, полученных с учетом второго урав-

нения интегрированием третьего и чет-

вертого уравнения (1), приводит к обоб-

щенному уравнению Рейнольдса в бици-

линдрических координатах: 
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где    









1

1

1
2

32 , dfHF ii   4,...,1i . 

Подробный вывод обобщенного урав-

нения (2) представлен авторами в работе 

[11]. Далее для теоретического обоснова-

ния возможности создания температур-

ного клина необходимо дополнить мо-

дель уравнением конвективной тепло-

проводности. 

Уравнение конвективной теплопро-

водности в бицилиндрических координа-

тах может быть представлено в виде: 
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где ijk  – модифицированный символ 

Леви-Чивиты, равный единице при чет-
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ной перестановке индексов и нулю во 

всех остальных случаях; 

rs  – компоненты тензора скоростей 

деформации. 

Согласно тем же допущениям Рей-

нольдса уравнение конвективной тепло-

проводности примет вид: 
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В уравнении (3) функция вязкости от 

температуры представлена в виде линей-

ной, что на практике вполне допустимо 

для интервалов температур 10-20 граду-

сов Цельсия. 

Граничные условия для функции 

давления и температуры задаются в соот-

ветствии с допущениями концептуальной 

модели: 

),,2(),0( 33  rpp   
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,),,0( 032 T  

,),),(( 1322 Th    

002021 )cos()0,,( T .      (5) 

Неоднородная температура подачи 

смазочного материала представлена по-

следним граничным условием в формуле 

(5). Слагаемое )cos( 020   определяет 

области (зоны) температурной неодно-

родности смазочного материала по тан-

генциальной координате. Параметры 0  и 

0  отвечают за неоднородность темпера-

туры смазочного материала на подаче. 

При 00   получается тривиальный (ба-

зовый) случай осевой подачи смазочного 

материала с постоянной температурой. 

Параметр 0  определяет угол смещения 

области (зоны) с максимальной темпера-

турой подаваемого смазочного материала 

по тангенциальной координате. 

Таким образом, математическая мо-

дель неизотермического течения вязкой 

жидкости в конфузорном кольцевом кана-

ле с учетом осевой многозонной подачи 

смазочного материала имеет вид (2)-(5). 

Дискретная математическая модель  

и алгоритм численного расчета 

Обобщенное уравнение Рейнольдса и 

уравнения конвективной теплопроводно-

сти в математической модели (2)-(5), 

представляют собой дифференциальные 

уравнения второго порядка в частных 

производных, решение которых опреде-

ляется численно. Расчетная область по-

крывается сеткой размером 321 nnn  , 

узловым точкам которой ставятся в соот-

ветствие индексы kji ,, . Непрерывные 

функции давления ),( 32 p  и темпера-

туры ),,( 321   заменяются дискрет-

ными: 
kjp ,

, kji ,, . Производные первого и 

второго порядка неизвестных функций 

аппроксимируются соответствующими 

конечными разностями. 

После преобразования производных 

произведения и замены производных их 

разностными аналогами, уравнение Рей-

нольдса (2) преобразуется в систему ли-

нейных алгебраических уравнений вида: 

kjkjkjkjkjkjkjkjkjkjkj fpcpсpсpсpс ,1,,

4

1,,

3

,1,

2

,1,

1

,,

0  

kjkjkjkjkjkjkjkjkjkjkj fpcpсpсpсpс ,1,,

4

1,,

3

,1,

2

,1,

1

,,

0  
,                     (6) 

где 

kj
kj

kj aa
с

,

2

2

2

2

2

2

2

2

2

,

2,

1 ~~
2

1
~ 






















 ,  
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kj
kj

kj aa
с

,

2

2

2

2

2

2

2

2

2

,

2,

2 ~~
2

1
~ 






















 ,  

kj
kj

kj aa
с

,

3

1

3

2

3

2

3

2

3

,

1,

3 ~~
2

1
~ 






















 ,  

kj
kj

kj aa
с

,

3

1

3

2

3

2

3

2

3

,

1,

4 ~~
2

1
~ 






















 ,  





4

1

,,

0

m

kj

m

kj cс ,  

kj

kj HvF
Hf

v
f

,

12

2

2

2

,






















 





,  

kj

kj

kj

kj F
f

f
FaF

f

f
Fa

,

2

2

1
1

,

2

,

4

4

3
3

,

1 , 






























. 

В решении задачи используются гра-

ничные условия для функции давления 

вида 

1

,

0

1,,,1 32 ,, pppppp
njjknk  . 

Уравнение (3) в разностной форме 

примет вид: 

kjikji

kji

kji

kji

kji

kji

kji

kji

kji

kji gddddd ,,,,1

,,

41,,

,,

3,1,

,,

2,,1

,,

1,,

,,

0    

kjikji

kji

kji

kji

kji

kji

kji

kji

kji

kji gddddd ,,,,1

,,

41,,

,,

3,1,

,,

2,,1

,,

1,,

,,

0   , (7) 

где 














ji

kji

ji

kji

H

a
v

H
d

,

1

,,

1,

1

,,

1

1
,  

ji

kji
kji

H

v
d

,

2

,,

2,,

2


 , 
3

,,
3,,

3 


kji
kji v

d ,  

 2,

1

,,

4
ji

kji

H

a
d


 ,  

p

kji

m

kji

m

kji

C

Hb
dd


 



2

,,1
4

1

,,,,

0 ,  

p

kji

kji
C

Hb
g




2

,,2

,, . 

Матрицы коэффициентов систем ли-

нейных алгебраических уравнений (6)-(7) 

обладают свойством диагонального пре-

обладания [12], что обеспечивает сходи-

мость решения СЛАУ в случае примене-

ния итерационных методов, и что видно 

из выражения для 
kjc ,

0  и 
kji

d
,,

0 . 

Соответствующие граничные усло-

вия для примут вид: 

0,,1 Tkj  , 1,,1
Tkjn  , kniki ,1,,1, 2

 ,  

00201,, )cos( Tji  . 

Значение компонент скоростей в ко-

эффициентах и их производных в коэф-

фициентах kji

mс ,,  и в правой части уравне-

ния (10) рассчитываются на основе дис-

кретного поля давления, полученного 

численным решением разностного урав-

нения (7). 

В решении неизотермической задачи 

выполняется последовательное решение 

дискретных аналогов обобщенного урав-

нения Рейнольдса (6) и конвективной 

теплопроводности (7) в итерационной 

процедуре вплоть до выполнения условия 

близости полей вязкостей на двух сосед-

них итерациях: 

 


 

321

2,,,,

1

1 2 3

nnn

m

i

m

j

m

k

kji

n

kji

n

,         (8) 

где 
kji

l

kji

l

,,,,

1    – дискретные трехмерные 

поля вязкостей на предыдущей и текущей 

итерациях соответственно;   – наперед 

заданное значение отклонения. 

На основе дискретной математиче-

ской модели (6), (7) решения обобщенно-

го уравнения Рейнольдса и конвективной 

теплопроводности была разработана про-

грамма расчета основных характеристик 

течения среды в зазоре между вращаю-

щимися несоосными цилиндрами. Ис-

пользовался язык программирования 

GNU Octave [13], совместимый с более 

известным языком программирования 

MATLAB [14]. Среды программирования 

MATLAB и GNU Octave содержат ряд 

встроенных функций, в том числе сим-
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вольного решения алгебраических урав-

нений, решения систем линейных алгеб-

раических уравнений и многие другие. В 

настоящее время обе среды программи-

рования развивают направление объект-

но-ориентированного программирования, 

что позволяет упростить написание 

сложных программ и увеличить быстро-

действие их выполнения [15]. 

Основным назначением разработан-

ной программы является расчет полей 

давлений, полей температур, касательных 

напряжений на поверхности вращающе-

гося цилиндра, а также интегральных ха-

рактеристик: результирующей гидроди-

намической силы, силы трения, расхода и 

других. 

Вычислительный эксперимент  

и обсуждение результатов 

Численный расчет проводился для 

ПЖТ, установленных на лабораторной 

роторно-опорной установке ПНИЛ «Мо-

делирование гидромеханических си-

стем». Характерные рабочие параметры 

приведены в таблице 1. Варьируемым 

фактором являлся параметр 0, отвечаю-

щий за неоднородность температуры сма-

зочного материала при подаче ф.(5). 

Для исходных данных (табл. 1), при 

постоянной температуре подачи 0T  не-

сущая способность смазочного слоя со-

ставила HR 25.100  , а коэффициент 

трения 015.00 fp . Рабочей жидкостью 

является вода. Координаты центра шипа 

определены как )0;( 0eh .  

В таблице 2 приведены результаты 

расчета несущей способности и коэффи-

циента трения при различном значении 

параметра 0, т.е. при различной подаче 

смазки неоднородной температуры ф.(5), 

значение остальных факторов зафиксиро-

вано (табл. 1). 

На рисунке 2 графически представ-

лены результаты вычислительного экспе-

римента в виде полей скоростей, темпе-

ратур и вязкостей в радиальном сечении 

канала. Данные поля представлены для 

оптимального случая по критерию мак-

симума несущей способности. Макси-

мальное значение несущей способности 

смазочного слоя при прочих равных 

условиях достигается при значении пара-

метра 0=3/2, определяющего темпера-

турные условия ф.(5) подачи смазочного 

материала в канал. 

На рисунке 3 представлены измене-

ния несущей способности и коэффициен-

та трения от способа подачи смазки не-

однородной температуры, а также пока-

зан эффект относительно базового случая 

подачи смазки однородной температуры. 

Таблица 1 

Исходные данные 

r, м h0, м e, м n, об/мин ∆p, Па T0, °C T1, °C 

2e-2 7,5e-5 7e-1 1,7e+3 2e+5 30 20 

 

Таблица 2 

Результаты вычислительного эксперимента 

φ0, рад 0 π/4 π 3π/4 π 5π/4 3π/2 7π/4 2π 

R(φ), Н 10,16 8,62 7,94 8,75 10,52 12,05 12,45 11,67 10,16 

fp(φ) 0,016 0,019 0,019 0,017 0,014 0,013 0,013 0,014 0,016 
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а 

 

б 

Рис. 2. Поля распределенных физических величин с учетом температурного клина: а – векторное поле 

скоростей и контурное поле температур; б – векторное поле скоростей и контурное поле вязкости 

 

 а      б 

Рис. 3. Результаты расчета при наличии температурного клина и без него:  

а – несущая способность слоя; б – коэффициент трения 
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Как было сказано ранее, создание 

неоднородного поля температур и вязко-

сти может иметь как положительный, так 

и отрицательный эффект. На рисунке 3 

данный эффект представлен сравнением 

несущей способности и коэффициента 

трения (прямая с точками на графике) с 

базовыми значениями (сплошная прямая 

на графике), полученными в случае пода-

чи однородной смазки. Положительный 

эффект при исходных данных (см. табл. 1) 

достигается в области значения парамет-

ра 4/7..0   и имеет максимальное 

значение при 2/30  : несущая спо-

собность повысилась на 21,5%, при этом 

коэффициент трения снизился на 16,4%. 

Таким образом, на основании разра-

ботанной математической модели неизо-

термического течения вязкой среды в 

конфузорном кольцевом канале, учиты-

вающей переменные температурные 

условия на границе и проведенного вы-

числительного эксперимента, показана 

принципиальная возможность повыше-

ния несущей способности смазочного 

слоя. Данный эффект может быть прак-

тически реализован при проектировании 

подшипников жидкостного трения с мно-

гозонной торцевой подачей смазочного 

материала, а также для щелевых гидро-

динамических уплотнений, которые по-

мимо основной функции выполняют роль 

дополнительной опоры. 
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MODELLING OF THE NONISOTHERMAL CURRENT OF VISCOUS LIQUID  

IN KONFUZORNY CHANNELS IN THE CONDITIONS OF MULTIZONAL GIVING LUBRICANT 

One of the essential conditions for creating the bearing capacity of the lubricating layer in thin channels with 

moving relative to each other forming surfaces is the presence of a geometric or viscous wedge. In this paper, the 

authors propose a method of creating additional bearing capacity due to the so-called artificial temperature wedge. 

The paper presents a mathematical model of non-isothermal flow of a viscous fluid in the confuser channel formed by 

two non-axial cylinders, taking into account the multi-zone method of supplying a lubricant of non-uniform 

temperature. The developed mathematical model is based on the generalized Reynolds equation and the equation of 

convective heat conduction written in bicilindrical coordinates, which greatly simplifies the definition of boundary 

conditions. The validity of using the Reynolds equation is confirmed by an analysis of the terms of the Navier-Stokes 

equation in the considered range of values of geometric, kinematic and static factors. The mathematical model is 

numerically implemented using the finite-difference method, and the developed calculation program is a kind of 

practical tool for calculating the distributed and integral characteristics of the objects in question as applied to fluid-

friction bearings and hydrodynamic gap seals. In particular, this paper shows the effectiveness of creating an artificial 

temperature wedge due to a multi-zone supply of a non-uniform temperature lubricant. Based on the computational 

experiment, the temperature conditions for the lubricant supply are determined, which allow to increase the bearing 

capacity by an average of 20%, while the friction coefficient decreases by 16% for the object in question as applied to 

the bearings of the friction of the laboratory rotor-support unit. 

Key words: hydrodynamic effect; multi-zone feed; lubricant; temperature wedge; load-bearing capacity; 

coefficient of friction; bicylindrical coordinates; Reynolds equation; heat conduction equation. 
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