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ОСОБЕННОСТИ ФОРМИРОВАНИЯ КОНТАКТНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ  
В СОСТАВНОМ ТВЕРДОМ ТЕЛЕ ПРИ ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЯХ 

Предлагается концепция оценки динамических состояний в механических колебательных системах, 

создаваемых взаимодействиями сочлененных элементов. Предполагается, что в реальных конструктив-

ных решениях упругие, диссипативные и массоинерционные элементы не всегда соединяются кинемати-

ческими парами, обеспечивающими удерживающие или двухсторонние связи. Такие ситуации характерны 

для многих транспортных и технологических вибрационных машин. Цель статьи заключается в 

разработке и детализации метода построения математических моделей взаимодействия типовых 

элементов (или звеньев) механических колебательных систем для определения возникающих в 

соединениях динамических реакций связей. Методы достижения цели построены на использовании 

техники и приемов структурного математического моделирования, когда сопоставляется эквивалент-

ная, в динамическом отношении, система автоматического управления. Разработана технология 

преобразования структурных моделей, позволяющая для характерных контактирующих точек 

сформировать динамические реакции связей, как произведения динамической жесткости системы в 

определенной точке на ее динамическое смещение. Используются понятия передаточных функций 

систем. Показано, что динамические реакции в отдельных точках системы представляют собой дробно-

рациональные выражения, значения которых могут изменяться в широких пределах в зависимости от 

частот внешнего возмущения. Нулевые значения реакций связей определяют режимы, при которых 

возможен «разрыв» кинематической связи. При наличии или учете постоянных сил, предельное состояние 

достигается при условиях, учитывающих действие дополнительных силового фактора. Авторами 

предлагается введение понятия об отношении динамических реакций в различных точках системы, что 

формирует определенные информационные пространства. Предлагаются методика и приемы оценки 

динамических состояний в соединениях элементов систем в задачах оценки возможного спектра 

ожидаемых динамических состояний. 
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*** 

Введение 

Особенности действия вибраций в 

соединениях элементов технологических 

и транспортных машин отличаются 

большим разнообразием, что нашло от-

ражение во многих задачах динамики 

технических объектов, в том числе и в 

задачах вибрационной защиты [1, 2]. 

Наиболее развитые подходы в оценке 

динамических свойств основаны на ис-

пользовании физических моделей техни-

ческих объектов в виде механических ко-

лебательных систем с сосредоточенными 

параметрами. Теоретический базис в ре-

шении задач динамики механических ко-

лебательных систем различной природы 

и его развитие ориентированы на учет 

специфики и особенностей динамических 
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состояний упругих механических систем 

и связаны с разработкой различных 

направлений в современной теории коле-

баний [2, 3]. 

Внимание к механическим колеба-

тельным системам как физическим моде-

лям технических объектов, работающих 

при интенсивном динамическом нагру-

жении, вполне оправдано и позволяет с 

достаточной достоверностью оценивать 

динамические возможности создаваемых 

машин [4]. Переход от механических ко-

лебательных систем к математическим 

моделям может быть реализован на осно-

ве различных методов, отражающих, в 

том числе, особенности электрических и 

механических цепей, а также и систем 

автоматического управления [2, 3, 5]. 

В большинстве случаев, математиче-

ские модели, создаваемые на основе ме-

ханических колебательных систем, со-

вершающих малые колебания относи-

тельно положения устойчивого равнове-

сия, рассматриваются в классе линейных 

дифференциальных уравнений, получае-

мых в результате упрощения объектов. 

Вместе с тем, контактные взаимодей-

ствия, возникающие между элементами, 

не всегда являются двусторонними или 

удерживающими, что может приводить к 

эффектам, нежелательным в работе ма-

шин, оборудования и аппаратуры. 

Неудерживающие (или односторон-

ние) связи – достаточно известное и рас-

пространенное динамическое явление, 

получившее применение и в практиче-

ских реализациях вибрационных техно-

логических процессов [5, 6]. Если дина-

мика обычных механических колебатель-

ных систем, в которых доминируют дву-

сторонние связи, достаточно изучена, то 

эффекты, создаваемые при контактирова-

нии элементов систем при неудержива-

ющих связях, еще не получили должного 

уровня детализации представлений, хотя 

многие особенности динамических взаи-

модействий нашли отражение в работе [6]. 

В предлагаемой статье рассматрива-

ются возможности создания метода по-

строения математических моделей ли-

нейных систем с неудерживающими свя-

зями, основанного на использовании по-

нятий о динамических реакциях связей, 

возникающих под действием различных 

внешних возмущений и создающих при 

определенных сочетаниях параметров си-

стемы условия для нарушения контактов. 

I. Некоторые общие положения 

Рассматривается механическая коле-

бательная система с одной степенью сво-

боды, которая совершает вынужденные 

вертикальные колебания в системе коор-

динат, связанной с неподвижным бази-

сом. Объект в виде массоинерционного 

элемента (m) состоит из двух частей (m1, 

m2) общей массой m; упругими элемента-

ми являются линейные пружины с жест-

костями k1, k2. В качестве внешних воз-

мущений рассматривается внешняя гар-

моническая сила Q(t), приложенная к 

объекту (m), а также кинематические 

возмущения z1(t), z2(t), создаваемые гар-

моническими колебаниями опорных по-

верхностей (I, II – рис. 1). 

Особенностью объекта m является 

то, что он разделен на две части m1 и m2, 

которые находятся в состоянии контакта 

по поверхности, перпендикулярной оси 

вертикального движения. Колебания си-

стемы происходят относительно положе-

ния статического равновесия; в характер-

ных точках системы тт. (А), (А1), (А2), 

(А3), в которых возникают статические и 

динамические реакции связей. 
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При рассмотрении возникающих ко-

лебательных движений используется ма-

тематическая модель в виде дифференци-

ального уравнения в операторной форме, 

полученная в соответствии с методикой, 

приведенной в [2, 3], 
2

1 2 1 1 2 2( )ymp y k k k z k z Q     ,   (1) 

где p = jω – комплексная переменная  

( 1j   ); значок «–» над переменной 

означает ее изображение по Лапласу. 

Структурная схема (или структурная 

математическая модель) эквивалентной в 

динамическом отношении системы авто-

матического управления приведена на 

рис. 2, и состоит из объекта m в виде ин-

тегрирующего звена второго рода, охва-

ченного цепями обратных отрицательных 

связей. На рис. 2, а, б показаны общая (а) и 

детализированная (б) структурные схемы. 

 

 

 

 

Рис. 1. Принципиальная схема системы 

при наличии неудерживающей связи в 

зоне контакта массоинерционных 

элементов m1 и m2 

Рис. 2. Структурная схема (структурная математическая 

модель) исходной системы  

по рис. 1: а – схема общего вида; 

б – детализированная схема 

Передаточные функции системы, ис-

пользуя структурные схемы на рис. 2, а, 

б, можно представить в следующем виде: 
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что обеспечивает возможности оценки и 

статических и динамических реакций 

связей системы. 

II. Оценка динамических свойств 

1. Рассматривается случай, когда на 

объект действует внешняя гармоническая 

сила Q(t). Статические реакции оценива-

ются в характерных точках (тт. (А) ÷ (А3)) 

при действии силы тяжести G = mg, где  

g = 9.81 м/с
2
 (земное ускорение). В силу 

специфики механической колебательной 

системы статические реакции обладают 

свойствами 

1A AR R                                           (5) 

2 3A AR R .                                        (6) 
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В свою очередь, с учетом передаточ-

ной функций (2), полагая, что 0
1
z , 

0
2
z , получим 

1 1
ст

1 2 1 2

A

G k mgk
R

k k k k


 

 
,                     (7) 
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.                    (8) 

Что касается динамических реакций 

связей в характерных точках, то они 

определяются соответственно 

1
дин 2

1 2

A

Q k
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mp k k
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Q k
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.                     (10) 

Из выражений (9), (10) следует, что 

динамические реакции связей в характер-

ных точках зависят от частоты внешней 

силы и могут принимать отрицательные и 

положительные значения. На частоте 

2 1 2
соб

k k

m


  ,                                  (11) 

система может входить в резонансный 

режим, в котором динамические реакции 

меняют свой знак и при прохождении ре-

зонанса достигают больших значений. 

Общие или полные реакции в характер-

ных точках систем представляют собой 

сумму двух компонент. Поскольку дина-

мические реакции могут принимать от-

рицательные и положительные значения, 

то, при определенных условиях, можно 

ожидать, что и полные реакции могут 

«обнуляться» и принимать отрицатель-

ные значения. 

2. Для оценки динамического состо-

яния объекта m, состоящего из двух кон-

тактирующих частей m1 и m2, введем по-

нятие об отношении полных динамиче-

ских реакций в характерных точках си-

стемы – тт. (А) и (А2). Обозначим такой 

коэффициент как N(ω), который можно 

понимать как характеристику динамич-

ности через отношение полных реакций 

связей: 

2

1

полн

полн

( )
A

A

R
N

R
  ,                               (12) 

где числитель и знаменатель (12) могут 

быть представлены выражениями: 

2

2

1 2 2 0 2
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1 2 1 2
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k k k mg Q k mgmp
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1
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1 2 1 0 1
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k k k mg Q k mgmp
R
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, (14) 

здесь Q0 – максимальная амплитуда гар-

монического силового воздействия. 

Таким образом, можно построить 

выражение для определения коэффици-

ента динамичности реакций связей: 

20
1 2 2 2

полн

20
1 2 1 1

( ) 1

( )

( ) 1

Q
k k k k mp

mg
N

Q
k k k k mp

mg

 
   

  
 

   
 

. (15) 

Из анализа (15) следует, что числи-

тель и знаменатель могут принимать ну-

левые значения, а также положительные 

и отрицательные. В данном случае в чис-

лителе и знаменателе всегда будут раз-

личные знаки, поскольку динамические 

реакции 
дин1A

R  и 
дин2A

R  направлены в про-

тивоположные стороны. 

3. Введем в рассмотрение коэффици-

ент связи силовых факторов

01 /V Q mg  . Если V = 0 (mg = Q0), то 

выражение (15) принимает соответствен-

но вид 

2
полн

1

( )
k

N
k

  .                                 (16) 

Определение условий нарушения 

контакта в соединении инерционных 

элементов полных m1 и m2, связано с рас-

смотрением реакций в характерных точ-
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ках (А1) и (А2). Если полная реакция 

полн1A
R , то в этом случае движению эле-

мента m2 препятствий не оказывается и 

на частоте «зануления» полной реакции 

полн1A
R  становится возможным «разблоки-

рование» контакта. Аналогичная ситуа-

ция может рассматриваться и для полной 

реакции в характерной точке (А2). В этом 

случае частота «обнуления» 
полн2A

R  пред-

определяет возможности нарушения кон-

такта в соединении элементов m1 и m2, 

поскольку для движения элемента m1 

устраняется препятствие в виде полной 

реакции связи в т. (А2). 

Общая схема движения объекта m 

такова, что при любом движении (вверх 

или вниз – рис. 1) динамические реакции 

всегда будут отличаться друг от друга 

динамическими состояниями (либо сжи-

мается упругий элемент с жесткостью k1, 

и второй упругий элемент с жесткостью 

k2 – растягивается; либо ситуация конвер-

тируется). Поэтому в выражениях (13) и 

(14) предусматривается возможность вы-

бора соответствующих знаков (+) или (-). 

Это означает, что в выражениях N(ω) 

должно соблюдаться соотношение: либо 

числитель N(ω) имеет знак (+) и знамена-

тель – знак (-) в полиномах, состоящих из 

двух частей, либо будет другая комбина-

ция со сменой расположения знаков в 

числителе и знаменателе. 

Если в контакте между элементами 

m1 и m2 имеется некоторая упругость, ре-

ализуемая специальной пружиной или 

упругой прослойкой, то система в этом 

случае приобретает еще одну степень 

свободы. Таким образом, расчетной схе-

мой становится механическая колеба-

тельная система с двумя степенями сво-

боды. При этом в предельных соотноше- 

 

ниях параметров (при жесткости упруго-

го взаимодействия элементов бесконечно 

больших значений), должны проявляться 

признаки соответствия результатов оцен-

ки динамических состояний. 

III. Динамические свойства составных 
твердых тел: предельные переходы 

1. Если в предыдущем разделе рас-

сматривалось твердое тело массой m, со-

ставные элементы которого m1 и m2, 

представляет особое «некоторое цельное» 

соединение, то продолжение исследова-

ния производится для случая, когда эле-

менты m1 и m2 связаны линейной пружи-

ной с коэффициентом жесткости k0, как 

показано на рис. 3. 

Система имеет две степени свободы 

и описывается двумя координатами y1 и 

y2 в неподвижном базисе. К каждому из 

массоинерционных элементов приклады-

вается сила тяжести: соответственно G1 = 

m1g, G2 = m2g, что в соответствующих ха-

рактерных точках (тт. (А) ÷ (А5)) вызыва-

ет формирование статических составля-

ющих полных реакций связей. 

В механической колебательной си-

стеме (рис. 3) внешние воздействия пред-

ставлены гармоническими колебаниями 

z1(t) и z2(t) опорных поверхностей I и II 

(рис. 3). Силы тяжести G1 и G2 приложе-

ны непосредственно к массоинерцион-

ным элементам (на рис. 3 силы G1 и G2 не 

показаны). Внешние гармонические силы 

Q1(t) и Q2(t) являются синфазными, име-

ют одну частоту колебаний так же, как и 

кинематические возмущения z1(t) и z2(t). 

Внешние силы Q1(t) и Q2(t) также прило-

жены к соответствующим массоинерци-

онным элементам. Система дифференци-

альных уравнений движения в координа-

тах y1 и y2 во временной области может 

быть построена на основе известных под-

ходов [2, 3] и имеет вид 
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1 1 1 1 0 2 0 1 1 1 1( ) ( ) ( )m y y k k y k G Q t k z t      , (17) 

2 2 2 2 0 1 0 2 2 2 2( ) ( ) ( )m y y k k y k G Q t k z t      . (18) 

Используя преобразования Лапласа 

при нулевых начальных условиях, систе-

ма уравнений (17), (18) может быть 

трансформирована в операторную форму 
2

1 1 1 0 2 0 1 1 1 1( )y m p k k y k G Q k z      , (19) 

2

2 2 2 0 1 0 2 2 2 2( )y m p k k y k G Q k z      . (20) 

Структурная схема (структурная ма-

тематическая модель) системы по рис. 3 

представлена на рис. 4. 

 

Рис. 3. Принципиальная схема системы  

с двумя степенями свободы 

На основе структурной схемы (рис. 

4) могут быть построены передаточные 

функции при соответствующих внешних 

воздействиях: 
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Рис. 4. Структурная схема (структурная математическая модель) исходной системы по рис. 3 
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2 1 1 02
2
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0
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( )
( )

( )z
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k m p k ky
W p

z A p



 
   ,     (28) 

где 2 2 2

1 1 0 2 2 0 0( ) ( )( )A p m p k k m p k k k        (29) 

– частотное характеристическое уравне-

ние системы. 

Выражения (21) ÷ (28) используются 

для определения реакций связей в харак-

терных точках системы в соответствии с 

методикой, приведенной в работе [7]. 

Определим статические реакции, вызван-

ные действием сил тяжести 
1

G  и 
2

G  (эти 

силы приложены на входах в структур-

ной схеме, приведенной на рис. 3). Пола-

гая, что 
стст 1AA

RR  , а 
стст 54 AA

RR  , 

найдем реакции связей 

1 2 0 1 0 2 1
ст

1

( )
A

k k k m g k m gk
R

A

 
 ,     (30) 

5

2 1 0 2 0 1 2
ст

1

( )
A

k k k m g k m gk
R

A

 
 ,    (31) 

где 2

1 1 0 2 0 0( )( )    A k k k k k

1 2 1 0 0 2 k k k k k k .                                     (32) 

Таким образом, статические состав-

ляющие полных реакций связей в харак-

терных точках системы т. (А) и т. (А5) 

определятся выражениями 

1 2 0 1 0 1 2
ст

1 2 0 1 2

[ ( ) ]

( )
A

g k k k m k k m
R

k k k k k

 


 
,     (33) 

5

2 1 0 2 0 2 1
ст

1 2 0 1 2

[ ( ) ]

( )
A

g k k k m k k m
R

k k k k k

 


 
.    (34) 

Сложность выражений (33), (34) 

определяется тем, что величины статиче-

ских реакций в т. (А) и т. (А5) формиру-

ются под действием двух сил тяжести  

G1 = m1g и G2 = m2g (на структурной схе-

ме, приведенной на рис. 4 силы 
1

G  и 
2

G  

не показаны). 

2. Динамические реакции связей в 

тт. (А) и (А5) определяются действием 

внешних возмущений 
1

Q , 
2

Q  и 
1

z , 
2

z . В 

отличие от действия сил тяжести 
1

G  и 
2

G , 

которые действуют совместно, внешние 

возмущения могут действовать каждое по 

отдельности или в соответствующих сов-

местных формах. Отметим, что каждая из 

форм совместных одновременных воз-

мущений будет сопровождаться своим 

набором параметров. Далее рассматри-

ваются несколько случаев. 

3. Полагая, что 0
1
Q , 0

2
Q , 0

1
z , 

0
2
z , получим выражения для динами-

ческих составляющих полных реакций свя-

зей в характерных точках (А) и (А5): 

1

2

2

2

1 2 2 0
дин 10
0
0
0

( )
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z
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k m p k k
R Q
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 ,         (35) 

5

1

2

2

2 0
дин 10

0
0
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( )
A

z
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Q

k k
R Q

A p



 ,                            (36) 

где 
10

Q  – представляет собой максималь-

ную амплитуду колебаний гармоническо-

го внешнего воздействия. Таким образом, 

полная реакция связи в точках (А) и (А5) 

составит: 

1 2 0 1 0 1 2
полн

1

2

1 2 2 0 10

[ ( ) ]

( )
,

( )

 
 

 


A

g k k k m k k m
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5

2 1 0 2 0 2 1 2 0 10
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1

[ ( ) ]

( )
A

g k k k m k k m k k Q
R

A A p

 
  . (38) 

Найдем коэффициент динамичности 

реакций связи N(ω): 

5

1

2

2

полн

0 полн
0
0

2 1 0 2 0 2 1

2 0 10 1

1 2 0 1 0 1 2

2

1 2 2 0 10 1

( )

( ) [ ( ) ]

.
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z A
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k k Q A

A p g k k k m k k m

k m p k k Q A

        

(39)
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Дальнейший шаг заключается в том, 

чтобы осуществить переход к k0 → ∞, то 

есть две части m1 и m2 соединяются в од-

ну массу m 

0

2 10
2 2 1 2

2 10
1 1 1 2

( ) 1

( ) .

( ) 1
k

Q
k mp k k k

mg
N

Q
k mp k k k

mg



 
   

  
 

   
 

    (40) 

4. Рассматривается случай возмуще-

ния 0
2
Q  при 0

1
Q , 0

1
z , 0

2
z . 

Определим динамические реакции связей 

с учетом особенностей действия 0
2
Q  

1

2

1

1 0
дин 20
0
0
0
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z
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R Q
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  ,                             (41) 
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  .        (42) 

Полная реакция связи в точках (А) и 

(А5) составит: 

1 2 0 1 0 1 2 1 0 20
полн
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Найдем коэффициент динамичности 

реакций связей при 0
2
Q  
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Если k0 → ∞, то 
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   (46) 

5. Для случая силовых возмущений 

0
1
Q , 0

2
Q , запишем передаточные 

функции системы, полагая при 0
1
z , 

0
2
z . Полагаем, что между внешними 

силовыми факторами Q1 и Q2 существует 

связь, определяемая соотношением 

2 1Q Q  ,                                       (47) 

где β – коэффициент связности внешних 

силовых воздействий. 

В этом случае: 
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Динамические реакции связей в 

тт. (А) и (А5) определяются выражениями 
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Перейдем к коэффициенту динамич-

ности реакций связей 
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Если k0 → ∞, то 

0
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 (53) 

Отметим, что выражение (53), так 

же, как в выражении (46), в полиномах 

числителя и знаменателя знаки сложения 

двух составных частей приводятся так, 

чтобы в числителе и знаменателе знаки 

были различными. В физическом смысле 

это означает, что частоты критических си-

туаций в системе с двумя степенями сво-

боды могут быть найдены из условия «об-

нуления» полных реакций динамических 

связей в характерных точках (А) и (А5). 

Заключение 

В механических колебательных си-

стемах с сосредоточенными параметрами 

соединение составляющих элементов 

(упругие и инерционные элементы, а 

также диссипативные звенья и устрой-

ства для преобразования движения) про-

исходит в так называемых характерных 

точках. 

Нормальная работа соединения в 

условиях вибрационных возмущений, со-

провождается возникновением соответ-

ствующих реакций связей. Если такие 

связи являются неудерживающими, то 

возможны разъединения контактов, что 

нежелательно с точки зрения обеспече-

ния надежности и безопасности эксплуа-

тации систем. 

1. Предлагается метод построения 

математических моделей формирования 

динамических реакций в соединениях 

элементов систем, в том числе и для кон-

тактов с неудерживающими связями. 

2. Показаны возможности использо-

вания структурных математических мо-

делей в виде структурных схем эквива-

лентных в динамическом отношении си-

стем автоматического управления. 

3. Реакции связей определяются на 

основе применения передаточных функ-

ций систем. Предложены технологии 

определения статических, динамических 

и полных реакций связей. 

4. Для оценки возможностей нару-

шения контактов в системах с неудержи-

вающими связями получены аналитиче-

ские соотношения для определения ча-

стот нарушения связей. Общий подход 

связан с представлениями об «обнуле-

ния» полной реакции связи как предель-

ного случая. 

5. В статье предлагаются алгоритмы 

проведения соответствующих оценок на 

основе вводимого понятия о коэффици-

енте динамичности реакций связей, учи-

тывающем особенности нарушения упру-

гих элементов. 
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