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КИНЕМАТИЧЕСКИЙ И ЯКОБИАНСКИЙ АНАЛИЗ ДЛЯ ЧЕТЫРЕХНОГОГО РОБОТА 

В работе представлены методы прямой кинематики, обратной кинематики и Якобианский анализ 

четырехногих роботов. Кинематический анализ – основная проблема шагающего робота. В этом 

исследовании для каждой ноги четырехногого робота прямая задача кинематики решается с 

использованием метода Денавита-Хартенберга (D-H), а для решения обратной кинематической задачи 

используются геометрический и математический методы. Кинематика делится на две категории: 

прямая кинематика и обратная кинематика. Прямая кинематика, как мы знаем, позволяет установить 

конечную точку угла (θ1,θ2 и θ3). Обратная кинематика используется для вычисления относительных 

углов, которые достигают желаемого положения и ориентации концевого эффектора относительно 

базовой рамы. Метод Якобиана является одним из наиболее важных анализов для управления плавностью 

траектории и вывода динамического уравнения движения робота. Для расчета используется 

программное обеспечение MATLAB, а для моделирования робота используется Simulink toolbox в 

программном обеспечении MATLAB. При моделировании в пакете  MATLAB рассматривалась одна нога 

модели, проводился расчет угловой скорости и относительных углов. Функциональная программа 

MATLAB состоит из различных алгоритмов в зависимости от требований к работам. Получена 

программа, рассчитывающая угловые скорости звеньев и относительные углы при перемещении из 

заданного положения в конечное. В данном исследовании приведены различные угловые скорости и углы 

конечной точки ноги. Основное внимание в работе уделяется механическому дизайну, расчету 

кинематического анализа, функции Якобиана и экспериментальным данным четырехногих роботов в 

среде моделирования MATLAB. 
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*** 

Введение 

За последние десятилетия мировая 

робототехника и технологии, связанные с 

ними, развиваются стремительными тем-

пами, приобретая все большую возмож-

ность использования мобильных роботов 

в различных областях человеческой дея-

тельности. Для решения такого рода за-

дач были разработаны несколько различ-

ных типов мобильных роботов, в том 

числе колесные роботы, гусеничные ро-

боты, шагающие роботы, беспилотные 

летательные аппараты. В данной работе 

рассматривается мобильный шагающий 

робот с четырьмя ногами [1]. 

Pобот с четырьмя ногами обладает 

множеством преимуществ перед колес-

ными роботами, в том числе большей 

адаптируемостью к пересеченной мест-

ности и превосходной проходимостью 

[2]. Колесные роботы могут двигаться 

быстрее четырехногих роботов, но для 

этого они требуют более плоской по-

верхности. Таким роботам сложнее дает-

ся перемещение по неоднородной и по 

пересеченной местности. Поэтому об-

ласть роботехники активно исследуется и 

развивается. Развитие четырехногих робо-

тов – очень важная и широкая область 

научных исследований. В настоящее время 
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четырехногие роботы пользуются популяр-

ностью, их структура очень сложна, а так 

же сложно производить контроль над 

ходьбой и бегом. Меньше энергопо-

требление, хорошая стабильность, и 

движение по неровной и пересеченной 

местности – главные преимущества чет-

вероногих роботов. Низкая скорость, 

сложность в построении и управлении, 

требуют бортовой мощности – это ог-

раничения четырехногих роботов [3].  

B последние годы было разработано 

очень мало четвероногих механизмов [4]. 

Было выполнено множество усовершен-

ствований с момента появления первого, 

полностью управляемого компьютером 

робота “Phoney Pony”, сделанного в 

университете Южной Калифорнии в 1966 

году [5]. С тех пор дизайн шагающего 

робота, который использовался в Boston 

Dynamics, изменился и были выпущены 

прототипы вездеходных роботов BigDog 

[6], AlphaDog [7], с конечностями с двумя 

и тремя степенями свободы, которые 

были использованы в SCOUT I & II robots 

[8]. Среди них такие роботы, как BISAM 

[9], WARP1 [10] и т.д. Четырехногие 

роботы начали разрабатываться во всем 

мире. Самая продвинутая нога робота-

BidDog была сделана в Boston Dynamics 

27 марта 2008 года. 

Важнейшими механическими харак-

теристиками робота с четырьмя ногами 

являются фундаментальная компоновка 

ноги, контроль положения и ориентации 

каждой ноги. Поэтому положение и 

ориентация каждой ноги могут быть оп-

ределены методами кинематики. Кине-

матика – это отношения между положе-

ниями, скоростями и ускорениями зве-

ньев робота [11]. В четырехногих роботах 

должна быть стабильность и хорошая 

кинематическая модель [3].  

При создании кинематической модели 

принимаются следующие допущения:  

a) поверхность соприкасается с 

чередующейся парой ног; 

b) тело удерживается на постоянной 

высоте и параллельно плоскости земли во 

время движения;  

c) предполагается, что центр тяжести 

тела находится в геометрическом центре 

тела [12]. 

Кинематическая модель может со-

здаваться с использованием методов 

прямой и обратной кинематики системы 

четырехногих роботов. Этот инстру-мен-

тарий использует методы Денавита -

Хартенберга (DH) и Эйлера-Лагранжа, а 

также функцию Якобиана для расчета 

кинематических характеристих четверо-

ногих роботов. Кроме того, он автома-

тически генерирует полезный код для 

этих моделей, таких как M-файлы, модель 

Simulink и C/C++ код, что позволяет легко 

интегрировать его с другими популярными 

наборами инструментов MATLAB или 

средами C/C++ [13]. 

Кинематическая модель 

Кинематическая задача связана с 

движением роботов. Она не учитывает 

силы, которые вызывают движение. Она 

разделяется  на две категории:  

– Прямая кинематика.  

– Обратная кинематика. 

Прямая задача кинематики позволяет 

вычислить конечную эффекторную коор-

динату, зная достигнутые углы в шарни-

рах. Наиболее часто используемыми ме-

тодами кинематического моделирования 

являются методы Денавита-Хартенберга 

(D-H) и последовательного смещения 

винтов. В подходе D-H формулируются  

первые параметры D-H. Имея эти па-

раметры, кинематическую модель можно  
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описать для любого робота. Напротив, 

обратная кинематика вычисляет требу-

емые углы для заданных координат и 

является более сложной, чем прямая 

кинематика [14, 17, 18, 19]. 

Параметры D-H для четырехлиней-

ной роботизированной системы, опреде-

ленной для назначенных кадров, при-

ведены в таблице 1. 

Таблица 1 

Параметр DH для модели четырехногого робота 

Порядковый 

номер 
𝑎𝑖−1 𝛼𝑖−1 𝑑𝑖 𝜃𝑖 

1 0 0 0 𝜃1 

2 𝐿2 90 d 𝜃2 

3 𝐿3 90 0 𝜃3 

 

Рис. 1. 3D модель и координаты ноги 

Каждая матрица преобразования 

(𝑇1
0,𝑇2

1,𝑇3
2) взята из таблицы 1: параметр 

DH. 
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Таблица 2 

Элементы прямой кинематической матрицы 

r11=cθ1( cθ2cθ3- sθ1sθ3) 

r12=cθ1( cθ2sθ3+ cθ3sθ2)-sθ1 

r13=0 

px= 3)21c(l3cl2cθ2cθ11ds    

r21= sθ1( cθ2cθ3- sθ1sθ3) 

r22= cθ1+sθ1 ( cθ2sθ3+ cθ3sθ2) 

r23=0 

py= )32c( 1l3s21cl2s1dc    

r31= -cθ2sθ3- cθ3sθ2 

r32=cθ2cθ3-sθ2sθ3 

r33=0 

pz= θ3)2l3s(l2sθ2    

 

Общий вектор положения одной 

ноги для модели робота с четырьмя 

ногами задается 
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, (5) 

где 𝑠𝜃 = sin(𝜃) , 𝑐𝜃 = cos(𝜃), 

 𝑐(𝜃2 + 𝜃3) = cos(𝜃2) cos(𝜃3) −

sin(𝜃2) sin(𝜃3) 𝑎𝑛𝑑 𝑠(𝜃2 + 𝜃3) =

sin(𝜃2) cos(𝜃3) + cos(𝜃2) sin (𝜃3) . 

Поскольку четыре ноги робота сим-

метричны, мы можем вычислить прямую 

и обратную кинематическую модель для 

одной ноги, а затем применить ее к 

оставшимся 3 ногам. Каждая нога имеет  

3 степени свободы, поэтому на четыре 

ноги имеется 12 степеней свободы [12].  

Обратная кинематическая модель  

Прямая кинематика, как известно, 

вычисляет  положение конечной точки 

угла (θ1,θ2 и θ3). В данной работе метод 

Обратной кинематики реализуется в ана-

литической форме. Обратная кинематика 

используется для вычисления углов со-

единения, которые достигают желаемого 

положения и ориентации конечного эф-

фектора относительно базовой рамы. Оба 

исследованных робота имеют два осевых 

смещения (по оси X и Z).  Задача обрат-

ной кинематики приводит к наборам сов-

местных углов в зависимости от конфи-

гурации робота [15]. Для каждого рас-

считанного, математического выражения, 

может не быть физического решения. 

Кроме того, может быть более одного 

решения для конечной точки для ног в 

желаемом положении. По этой причине 

ноги робота (1 и 3) и ноги робота (2 и 4) 

реализованы в одной и той же 

кинематической структуре, но в разных 

конфигурациях [3]. 

𝜃1 = 𝐴𝑡𝑎𝑛(𝑝𝑥, 𝑝𝑦) + 

+𝐴𝑡𝑎𝑛(√𝑝𝑥2 + 𝑝𝑦2 − 𝑑2, 𝑑).                 (6) 

𝜃2 = 𝐴𝑡𝑎𝑛 (√𝑝𝑥2 + 𝑝𝑦2 − 𝑑2, 𝑝𝑧) − 

−Atan(𝑙2 + 𝑙3𝑐3, 𝑙3𝑠3).                          (7) 

𝜃3 = 𝐴𝑡𝑎𝑛(𝐷, √1 − 𝐷2)  

(Legs for 2 and 4).                                   (8) 

𝜃3 = 𝐴𝑡𝑎𝑛(𝐷,−√1 − 𝐷2)  

(Legs for 1 and 3).                                   (9) 

𝐷 = (𝑝𝑥2 + 𝑝𝑦2 − 𝑑2 + 𝑝𝑧2 −  

−𝑙22 − 𝑙32)/(2 𝑙2 𝑙3).                            (10) 
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Якобианская обратная кинематика 

Задача обратной кинематики для ста-

ционарных или мобильных манипулято-

ров заключается в вычислении конфигу-

рации манипулятора, соответствующей 

заданному расположению конечного эф-

фектора в координатном пространстве 

задач. Как правило, эта проблема решает-

ся численно с помощью алгоритмов ин-

версной кинематики Якобиана, из кото-

рых наиболее широко используется алго-

ритм псевдо-обратного Якобиана [16]. 

Якобиан является одним из наиболее 

важных анализов для управления плав-

ностью траектории и выполнения в вы-

воде динамического уравнения движения 

робота. При управлении роботом для 

перехода ноги из одного положения в 

целевое не достаточно просто определить 

стык и конечную точку ноги по 

координатам. Поэтому возникает по-

требность высчитать скорость положения 

конечной точки и угловые скорости 

рассчитываемой конечности. Матрица 

Якобиана вычисляется на основе прямого 

кинематического анализа. По уравнению 

матрицы Якобиана даны прямые кине-

матические. 

�̇� = 𝐽�̇� .                                            (11) 

Нога вектора конечной скорости (X) 

линейно пропорциональна элементам 

совместного вектора скорости, где мат-

рица пропорциональности 6×n J (q) на-

зывается матрицей Якоби робота. 

�̇� = [

�̇�1

�̇�2

�̇�3

].                                          (12) 

 �̇� =

[
 
 
 
 
 
�̇�
�̇�
�̇�
𝜔�̇�

�̇�𝑦

�̇�𝑧]
 
 
 
 
 

.                                        (13) 

 

𝐽(𝑞) = [
𝐽𝑉
𝐽𝜔

] = [
𝑅0

0(𝑑3
0 − 𝑑0

0 ) 𝑅1
0(𝑑3

0 − 𝑑1
0 ) 𝑅2

0(𝑑3
0 − 𝑑2

0 )

𝑅0
0 𝑅1

0 𝑅2
0 ]                    (14) 

 

𝐽(𝑞) = [𝐽1 𝐽2 𝐽3]                                                        (15) 

 

𝐽1 =

(

  
 

𝑑𝑐(𝜃1) − 𝑙2𝑠(𝜃1)𝑐(𝜃2) − 𝑙3𝑠(𝜃1)𝑐(𝜃1 + 𝜃2)

−𝑑𝑠(𝜃1) + 𝑙2𝑐(𝜃1)𝑐(𝜃2) + 𝑙3𝑐(𝜃1)𝑐(𝜃1 + 𝜃2)
0
0
0
1 )

  
 

                                  (16) 

 

 

𝐽2 =

(

 
 
 

−𝑙2𝑠(𝜃2)𝑐(𝜃1) − 𝑙3𝑐(𝜃1)𝑠(𝜃1 + 𝜃2)

−𝑙2𝑠(𝜃1)𝑠(𝜃2) − 𝑙3𝑠(𝜃1)𝑠(𝜃1 + 𝜃2)

−𝑙2𝑐(𝜃2) − 𝑙3𝑐(𝜃1 + 𝜃2)

−𝑠(𝜃1)

𝑐(𝜃1)
0 )

 
 
 

    (17) 𝐽3 =

(

 
 
 

−𝑙3𝑐(𝜃1)𝑠(𝜃1 + 𝜃2)

−𝑙3𝑠(𝜃1)𝑠(𝜃1 + 𝜃2)

−𝑙3𝑐(𝜃1 + 𝜃2)

−𝑠(𝜃1)

𝑐(𝜃1)
0 )

 
 
 

                    (18) 
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Моделирование четырехногого робота  

и данные эксперимента 

При моделировании в пакете MATLAB 

рассматривалась одна нога модели, 

проводился расчет угловой скорости и 

относительных углов. Функциональная 

программа MATLAB состоит из различ-

ных алгоритмов в зависимости от тре-

бований к работам. Теперь эта функ-

циональная программа выводит угловую 

скорость и относительный угол для ноги 

робота с помощью кинематического ана-

лиза и метода обратной кинематики 

Якоби. На рисунке 2 показано модели-

рование.       

                  

             

Рис. 2. Моделирование  четырехногого робота 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 3. а – угловая скорость и относительный угол 1-й результат; б – угловая скорость  

и относительный угол 2-й результат; в – угловая скорость и относительный угол 3-й результат 
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По результатам данного экспери-

мента, вычислена угловая скорость и 

относительный угол рассматриваемой 

конечности в положении конечной точки 

[628,0,110] и при перемещении  в 

требуемое положение [633,200,110]. На 

рисунке 3 показаны угловая скорость и  

относительный угол, измеренные для 

каждого из звеньев. 

Выводы 

В этом исследовании рассмотрены 

прямая кинематика, обратная кинематика 

и якобианский анализ робота с четырьмя 

ногами. Метод Денавита-Хартенберга 

используется при решении прямой 

кинематической задачи, аналитическим 

способом решена обратная кинемати-

ческая задача. Якобианский анализ ис-

пользуется для определения конечных 

положений, скоростей и угловых ско-

ростей звеньев. Кинематический и якоби-

анский анализ проведены с исполь-

зованием Simulink в программином паке-

те MATLAB. Программа разработана, 

чтобы получить значение угловой скоро-

сти звеньев и их положений. Результаты 

представлены в графической форме. В 

результате про-грамма, представленная в 

этом исследовании, эффективно выпол-

няет кинематический анализ и звеньев 

положения конечной точки и угловые 

скорости звеньев ноги робота. Далее 

будет проведен динамический анализ, 

четырехного робота при ходьбе. 
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KINEMATIC AND JACOBIAN ANALYSIS APPROACH FOR THE FOUR-LEGGED ROBOT 

This paper presents forward kinematics, inverse kinematics and Jacobian analysis of four-legged robot  

research. The kinematics analysis is the main problem of the legged robot. The four-legged robots are very complex 

more than wheeled robots. In this study,the four-legged robot of each leg calculates Denavit-Hartenberg (D-H) 
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the derivation of the dynamic equation of robot motion.For calculation is used MATLAB software and robot modeling 

is used Simulink toolbox in MATLAB software. A program is obtained that calculate joint of angular velocity and 

angles to move from the desired position to target position. In this study are given different angular velocity and angle 
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