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АНАЛИЗ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ СЛОЖНОСТИ МЕТОДА ЭНЕРГОЭФФЕКТИВНОЙ 

ГЕНЕРАЦИИ ТРАЕКТОРИИ ДВИЖЕНИЯ АНТРОПОМОРФНОГО МАНИПУЛЯТОРА 

Энергоэффективность является актуальной проблемой современности, в том числе и в области 

робототехники. Существующие методы планирования траектории движения манипуляторов с избыточ-

ной подвижностью сталкиваются с рядом проблем, одной из которых является невозможность работы в 

режиме реального времени из-за высокой сложности алгоритма планирования. А существующие алгорит-

мы, работающие в режиме реального времени, существенно уступают в вычислительной сложности 

либо энергоэффективности при выполнении целевых операций. Поэтому, ранее, в статьях автора, был 

разработан итерактивный метод кусочно-линейной генерации траектории движения манипулятора.  

В данной статье проведен анализ вычислительной сложности метода итеративной кусочно-линей-

ной генерации траектории движения трехзвенного антропоморфного манипулятора с 7-ю степенями 

подвижности в объемном пространстве с препятствием, аппроксимируемым гиперсферой, в режиме 

реального времени. 

Приведено короткое описание предложенного метода планирования траектории движения. Для 

передвижения между точками пути используется представление Денавита-Хартенберга с постановкой и 

решением задачи нелинейной оптимизации с целевой функцией минимизации энергопотребления при пере-

мещении манипулятора в целевую точку. 

Описан исходный обобщенный алгоритм метода планирования пути. Рассмотрено количество опе-

ра-ций, которые необходимо выполнить в процессе исполнения рекурсивного алгоритма. Распараллели-

вание ветвящегося рекурсивного алгоритма позволяет свести время его исполнения ко времени 

выполнения неветвящегося рекурсивного алгоритма с той же вычислительной сложностью и глубиной. 

Разработана формула, позволяющая подобрать значения переменных параметров алгоритма исходя из 

доступной вычислительной мощности и допустимым временем расчета, а также определить 

требования к вычислительной системе манипулятора на стадии разработки. Проведено сравнение с 

аналогами. 
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*** 

Введение 

Современные автономные антропо-

морфные роботы сталкиваются с рядом 

проблем, одной из которых является не-

высокая продолжительность их работы. 

Данный вид роботов предназначен для 

действия в условиях, опасных для жизни 

человека – в космосе, под водой или в 

условиях повышенной радиации, для вы-

полнения нерегулярных операций – спа-

сательные операции, сервис космической 

техники, оборудования атомных объек-

тов, исследовательские миссии и др. Вы-

полнение основных целевых операций 

данных роботов производится исполни-

тельными устройствами – антропоморф-

ными манипуляторами (АМ). 

Энергопотребление манипуляторов 

прямо пропорционально зависит от пути 

его перемещения, поэтому применение 

методов энергоэффективного планирова-

ния пути позволит увеличить длитель-

ность работы и времени полезного ис-

пользования робота (реже приходится 

тратить время на подзарядку или смену 
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энергетического элемента), а также сроку 

службы батареи (ограниченного количе-

ством циклов заряда/разряда). 

Исходя из специфики применения 

автономных роботов, обязательным усло-

вием применения методов планирования 

пути является работа в режиме реального 

времени, что сужает спектр применимых 

методов до методов поиска пути, заклю-

чающихся в следующем – если манипу-

лятор встречает препятствие, он выпол-

няет его обход в ту или иную сторону. 

Существует множество эффектив-

ных, но имеющих высокую вычислитель-

ную сложность методов планирования 

пути манипулятора. В литературе широко 

освещены два подхода к планированию 

траектории [1] – подход на основе теории 

графов, а также сплайновая интерполяция. 

Первый подход сопряжен с большой вы-

числительной сложностью, а второй – со 

сложностью выбора опорных точек, из-

лишним движением при их малом числе, и 

сложностью вычислений при большом. 

Планирование траектории движения 

избыточных манипуляторов на основе 

эволюционных подходов рассмотрено в 

работах [2-7]. Предлагаемые решения 

нацелены на получение точного решения 

как в офлайн режиме, так и в режиме ре-

ального времени, но при этом не учиты-

вают энергопотребление двигателей ма-

нипулятора при перемещении.  

Методы построения траектории дви-

жения манипулятора на основе обучения 

естественным движениям руки человека 

представлены в работах [8-9]. При этом 

возникают проблемы с вычислительной 

сложностью предлагаемых решений, а 

естественная оптимизация движения руки 

человека не отвечает требованиям вы-

полнения операции с минимальными 

энергозатратами. 

Численные методы решения задачи 

планирования траектории представлены в 

работах [10-13]. Выполнение процедур 

генерации траектории в данных работах 

обладает высокой вычислительной слож-

ностью, что требует высокой производи-

тельности вычислительной системы.  

Исходя из этого является актуальной 

задача разработки энергоэффективных 

методов планирования пути для манипу-

ляторов, работающих в режиме реального 

времени или близкого к нему. 

Авторами ранее был разработан ме-

тод планирования пути для материальной 

точки на основе итеративной генерации 

кусочно-линейной траектории [14], а 

также выполнена его адаптация для пла-

нирования энергоэффективного пути пе-

ремещения АМ [15]. Предложенный ме-

тод имеет модульную структуру, и раз-

личные блоки могут безболезненно изме-

няться для применения в конкретных 

условиях.  

В данной статье производится анализ 

вычислительной сложности разработан-

ного алгоритма планирования пути АМ с 

учетом минимизации энергопотребления 

[14-15], а также его оптимизация для 

применения в системах, работающих в 

режиме реального времени. 

2. Постановка задачи 

Типовая схема трехзвенного антро-

поморфного манипулятора с 7-ю степе-

нями подвижности представлена на ри-

сунке 1. В данной схеме введены следу-

ющие обозначения: 𝑙𝑖 , 𝑖 = 1,… ,3 – длины 

звеньев манипулятора 𝑀; 𝐴, 𝐵, 𝐶 – плече-

вое, локтевое, лучезапястное и кистевое 

сочления АМ соответственно; 𝐷 – рабо-

чее окончание манипулятора; 𝛼𝐴, 𝛽𝐴,

𝛾𝐴, 𝛼𝐵, 𝛼𝐶 , 𝛽𝐶 , 𝛾𝐶    – углы Эйлера для дви-

гателей в соответствующих сочленениях. 
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Минимизация энергопотребления при 

планировании траектории движении ма-

нипулятора будет выполняться при усло-

вии минимизации суммы произведений 

углов поворота двигателя на их энергопо-

требление при перемещении. 

 𝑓(𝛼𝐴, 𝛽𝐴, 𝛾𝐴, 𝛼𝐵, 𝛼𝐶 , 𝛽𝐶 , 𝛾𝐶) = |𝛼𝐴 − 𝛼𝐴0| ∗

𝑘𝛼𝐴 + |𝛽𝐴 − 𝛽𝐴0| ∗ 𝑘𝛽𝐴 ++|𝛾𝐴 − 𝛾𝐴0| ∗

𝑘𝛾𝐴 + |𝛼𝐵 − 𝛼𝐵0| ∗ 𝑘𝛼𝐵 + |𝛼𝐶 − 𝛼𝐶0| ∗

𝑘𝛼𝐶 ++|𝛽𝐶 − 𝛽𝐶0| ∗ 𝑘𝛽𝐶 + |𝛾𝐶 − 𝛾𝐶0| ∗

𝑘𝛾𝐶 → 𝑚𝑖𝑛,                                            (1) 

где 𝑘𝑖 – средняя удельная мощность по-

требляемого электрического тока для из-

менения соответствующей -й присоеди-

ненной координаты; 

𝛼𝐴0, 𝛽𝐴0, 𝛾𝐴0, 𝛼𝐵0, 𝛼𝐶0, 𝛽𝐶0, 𝛾𝐶0 – зна-

чение присоединенных координат в 

начальном состоянии. 

Данную задачу решает разработан-

ный авторами метод итеративной кусоч-

но-линейной генерации траектории дви- 

 

жения для трехзвенного антропоморфно-

го манипулятора с 7-ю степенями по-

движности [14-15]. 

При этом для использования метода 

в режиме реального времени в данной 

статье проведена оценка его вычисли-

тельной сложности. 

3. Метод планирования траектории  

движения АМ 

Решение обратной задачи кинемати-

ки заключалось в поиске такого значения 

присоединенных координат 𝛼𝐴, 𝛽𝐴, 𝛾𝐴, 

𝛼𝐵, 𝛼𝐶 , 𝛽𝐶 , 𝛾𝐶 , при котором эффектор ма-

нипулятора окажется в целевой точке 𝐷. 

Математическая модель задачи по-

иска углов Эйлера для двигателей мани-

пулятора имеет вид: 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐴
0𝐴𝐵

𝐴𝐴𝐶
𝐵 ∗ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗, 

где матрицы вида 𝐴𝐼
J
 представляют собой 

матрицы преобразований, полученный из 

представления Денавита-Хартенберга:   

𝐴𝐴
0 = [

cos(𝛼𝐴) cos(𝛾𝐴) − sin(𝛼𝐴) cos(𝛽𝐴) sin(𝛾𝐴) − cos(𝛼𝐴) sin(𝛾𝐴) − sin(𝛼𝐴) cos(𝛽𝐴) cos(𝛾𝐴) sin(𝛼𝐴) sin(𝛽𝐴)

sin(𝛼𝐴) cos(𝛾𝐴) + cos(𝛼𝐴) cos(𝛽𝐴) sin(𝛾𝐴) −sin(𝛼𝐴) sin(𝛾𝐴) + cos(𝛼𝐴) cos(𝛽𝐴) cos(𝛾𝐴) − cos(𝛼𝐴) sin(𝛽𝐴)

sin(𝛽𝐴) sin(𝛾𝐴) sin(𝛽𝐴) cos(𝛾𝐴) cos(𝛽𝐴)

0
0
0

                                  0                                                                             0                                                             0               1

] (2) 

 

𝐴𝐵
𝐴 = [

cos(𝛾𝐵) − sin(𝛾𝐵) 0

sin(𝛾𝐵) cos(𝛾𝐵) 0
0 0 1

𝑙𝐴𝐵
0
0

      0              0        0 1

]                                                                     (3) 

 

𝐴𝐶
𝐵 =  [

cos(𝛽𝐶) cos(𝛾𝐶) − cos(𝛽𝐶) sin(𝛾𝐶) sin(𝛽𝐶)

− sin(𝛼𝐶) sin(𝛽𝐶) cos(𝛾𝐶) + cos(𝛼𝐶) sin(𝛾𝐶) sin(𝛼𝐶) sin(𝛽𝐶) sin(𝛾𝐶) + cos(𝛼𝐶) cos(𝛾𝐶) − sin(𝛼𝐶) cos(𝛽𝐶)

− cos(𝛼𝐶) sin(𝛽𝐶) cos(𝛾𝐶) + sin(𝛼𝐶) sin(𝛾𝐶) cos(𝛼𝐶) sin(𝛽𝐶) sin(𝛾𝐶) + sin(𝛼𝐶) cos(𝛾𝐶) − cos(𝛼𝐶) cos(𝛽𝐶)

0
0
0

                                  0                                                                             0                                                             0               1

](4) 

 

Решение обратной задачи кинемати-

ки также должно удовлетворять крите-

рию минимума энергозатрат. Целевая 

функция энергозатрат может быть пред-

ставлена в виде, заданном в формуле (1). 

Для решения данной задачи в режи-

ме реального времени с учетом миними-

зации энергопотребления в работе был 

разработан численный метод планирова-

ния траектории движения манипулятора в 

пространстве с препятствием на основе 

метода итеративной кусочно-линейной 

аппроксимации траектории движения 

точки в многомерном пространстве. 

Схема метода итеративной кусочно-

линейной аппроксимации траектории 

движения точки в многомерном про-

странстве представлена на рисунке 2. 
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Рис. 1. Схема трехзвенного антропоморфного манипулятора с 7-ю степенями подвижности 

 

Рис. 2. Исходные данные задачи 

Исходными данными являются зна-

чения координат точки в начальном и ко-

нечном состоянии, а также данные о пре-

пятствии: 

𝑋н = {𝑥1н, 𝑥2н, … , 𝑥𝑛н}, 𝑋к = 

= {𝑥1к, 𝑥2к, … , 𝑥𝑛к}  − векторы значения 

координат в начальной и конечной точке; 

(𝑂 = {𝑜1н, 𝑜2н, … , 𝑜𝑛н}, 𝑅). – препятствие, 

аппроксимированное гиперсферой, задан-

ное координатами её центра и радиусом. 

Пример данной задачи приведен на 

рисунке 3. 

На первой итерации проверяется 

возможность движения из начального по-

ложения в конечное по прямой, при этом 

предполагается, что все координаты из-

меняются линейно и достигают своего 

конечного значения одновременно. 

В таком случае, все промежуточные 

точки данного движения могут быть полу-

чены в виде следующей линейной комби-

нации начального и конечного состояний: 

𝑋(𝜆) = 𝜆 ∙ 𝑋н + (1 − 𝜆) ∙ 𝑋к, , 𝜆 ∈ [0,1].  (5) 

Обозначим функцию расстояния до 

препятствия как: 
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𝑓(𝜆) = ||𝑂 − 𝑋(𝜆)||,                        (6) 

тогда критерий возможности движения 

по прямой может быть определен как: 

min𝜆∈[0,1] 𝑓(𝜆) > 𝑅. 

Пример выполнения данного крите-

рия приведен на рисунках 2, 4. В случае 

если критерий возможности движения по 

прямой не выполняется (рис. 5), находит-

ся промежуточное состояние с наимень-

шим расстоянием 𝑋П и вводится допол-

нительное состояние 𝑋Д, путем смещения 

точки 𝑋П в направлении вектора 𝑂𝑋П⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 

Смещение выполняется на расстояние 

𝑅 + ℎ от центра препятствия, где ℎ – пара-

метр метода, влияющий на сложность тра-

ектории и зависящий от условий задачи. 

После введения дополнительного со-

стояния планирование траектории вы-

полняется аналогичным образом уже для 

двух отрезков – 𝑋Н𝑋Д и 𝑋Д𝑋К. Влияние 

параметра ℎ на плавность траектории 

представлено на рисунке 6. 

Определение конечного состояния 

было проведено аналогично методу, при-

веденному ранее. 

 

 

Рис. 3. Схема планирования движения точки 

Минимальное расстояние от точек 

звена 𝑀𝑁 до центра сферы 𝑂 вычисляет-

ся по формуле: 

𝑑 =

{
 
 

 
 |𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |, если 𝑀𝑁 ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∙ 𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ≤ 0,

|𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗×𝑀𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗|

|𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|
, если 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  > 0 и 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝑁𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ < 0,

|𝑁𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |, если 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝑁𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ≥ 0.

           (7) 

 

 

 

Рис. 4. Движение по прямой возможно 
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Рис. 5. Введение дополнительного состояния 

 

Рис. 6. Влияние параметра ℎ на плавность траектории: а –  большее значение; б – меньшее значение 

Приведенное ранее представление 

Денавита-Хартенберга позволяет полу-

чить зависимость декартовых координат 

сочленений манипулятора от присоеди-

ненных координат. На основе данных ко-

ординат возможно определение мини-

мального расстояния от манипулятора до 

центра препятствия. Алгоритм отклоне-

ния звеньев от препятствия представлен 

на рисунке 7. Чертеж к методу отклоне-

ния произвольного звена от препятствия 

приведен на рисунке 8. 

Пусть изначально положение звена с 

наименьшим расстоянием до центра пре-

пятствия соответствует отрезку 𝑀𝑁. То-

гда, необходимо повернуть отрезок  𝑀𝑁 в 

плоскости 𝑂𝑀𝑁 так относительно точки 

𝑀 так, чтобы он касался окружности с 

центром в точке 𝑂 и радиусом 𝑟 + ℎ в той 

же плоскости. 

Обозначим точки касания как 𝐾1 и 

𝐾2. Их координаты могут быть найдены 

из решения системы уравнений: 

{

(𝑥 − 𝑥𝑂)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑂)

2 + (𝑧 − 𝑧𝑂)
2 = (𝑟 + ℎ)2,

(𝑥 − 𝑥𝑀)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑀)

2 + (𝑧 − 𝑧𝑀)
2 = 𝑅2,

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝑑 = 0,

    (8) 

где 𝑅2 = min[𝑀𝑁;𝑀𝑂2 − (𝑟 + ℎ)2];  {𝐴; 𝐵; 𝐶} = MO⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ × MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    – направляющий вектор плос-

кости; 𝐷 = −𝐴 ∙ 𝑥𝑀 − 𝐵 ∙ 𝑦𝑀 − 𝐶 ∙ 𝑧𝑀. 
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Рис. 7. Метод отклонения звеньев от препятствия 

 

 

Рис. 8. Отклонение произвольного звена 

 

Для нахождения ближайшей к звену 

𝑀𝑁 касательной можно воспользоваться 

следующей формулой:  

𝐾 = {
𝐾1, если

|𝑀𝐾1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗∙𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

|𝑀𝐾1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|
≥

|𝑀𝐾2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗∙𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

|𝑀𝐾2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|
,

𝐾2, если
|𝑀𝐾1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗∙𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

|𝑀𝐾1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|
<

|𝑀𝐾2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗∙𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

|𝑀𝐾2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|
.
 (9) 

А затем отложить вдоль неё отрезок 

длиной 𝑀𝑁:  

𝑀𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
𝑀𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗∙|𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

|𝑀𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗|
,                               (10) 

где 𝑀𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   – искомый вектор отклоненного 

положения. 

4. Анализ вычислительной сложности 

предлагаемого метода 

Исходный обобщенный алгоритм ме-

тода приведен на рисунках 9 и 10. 

Оценим время выполнения програм-

мы, реализующей данный алгоритм и вы-

полняемой в одном потоке. 

Ввод начального

состояния

и конечной точки

Поиск оптимального 

конечного состояния

Перемещение

звена AB возможно?

Конец

Начало

Ввод дополнительного 

состояния

Отклонение звена AB, при 

необходимости BC и CD

Отклонение звена BC, при 

необходимости CD

Перемещение

Манипулятора

возможно?

Перемещение

звена BC возможно?

Перемещение

звена CD возможно?

Ввод дополнительного 

состояния

Отклонение звена CD

Ввод дополнительного 

состояния

M
N

N1

N2

O

h

r

K1

K2
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Блоки алгоритма, обозначающие 

ввод и вывод данных, включение гло-

бального начального состояния в траек-

торию и инициализацию рекурсивного 

алгоритма, имеют константную слож-

ность. Обозначим суммарное количество 

операций данных блоков как 𝑛1. 

 

 

 

Рис. 9. Исходный обобщенный алгоритм  

метода планирования пути  

Вычисление глобального конечного 

состояния является оптимизационной за-

дачей, решаемой методом обобщенного 

приведенного градиента на 64 подпро-

странствах. Обозначим количество вы-

полненных операций в отдельной опти-

мизационной задаче как функцию от ко-

ординат – 𝑓(𝑥), а максимальную глубину 

ветвящейся рекурсии как 𝑛2. Тогда коли-

чество операций, которые необходимо вы-

полнить в процессе перерасчета глобально-

го состояния составит 64 ∙ 𝑛2 ∙ 𝑓(𝑥). 

Наихудший случай представляет за-

дача планирования пути, когда начальная 

и конечная точка находятся на сфере 

препятствия и диаметрально противопо-

ложны. 

Количество отрезков пути определя-

ется используемым в методе параметром 

ℎ. Для наихудшего случая, приведенного 

на рисунке 2, угловые размеры одного 

отрезка пути составляют: 

𝜑 = 2 arccos (
𝑟

𝑟+ℎ
),                            (11) 

где 𝑟 – радиус сферы препятствия. 

Тогда их общее количество может 

быть найдено по формуле (12), а глубина 

рекурсии – по формуле (13), а количество 

итераций по формуле (14): 

𝑛3 =
𝜋

φ
.                                             (12) 

𝑛2 = log2 𝑛3 + 1.                                (13) 

𝑛4 = 2𝑛2 − 1 = 2
π

φ
− 1.                    (14) 

Энергоэффективность обратно про-

порциональна величине параметра ℎ, од-

нако, как следует из формулы, при его 

стремлении к нулю, глубина рекурсии 

может достигать больших значений, что 

означает невозможность выполнения все-

го рекурсивного алгоритма за один пери-

од планирования траектории. Таким об-

разом выбор значения ℎ должен опреде-

ляться доступной вычислительной мощ-

ностью и допустимым временем расчета. 

На отдельной итерации рекурсивного 

алгоритма выполняется ряд операций с 

общей константной сложностью, а также 

трижды выполняется одномерная опти-

мизация. 
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Рис. 10. Рекурсивный алгоритм 

Пусть количество единожды выпол-

няемых операций составляет 𝑛5, а опера-

ций в одной итерации одномерного поис-

ка – 𝑛6. Тогда общее количество опера-

ций в одной итерации рекурсивного ал-

горитма составит: 

 𝑛7 = 𝑛5 + 𝑛6 ∙ log2 (
1

𝜀
),                (15) 

где 𝜀 – выбранное значение относитель-

ной точности нахождения наихудшей 

точки траектории. 
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С целью определения сложности вы-

числений будем рассматривать нетриви-

альные случаи, когда количество отрезков 

пути достаточно велико. Тогда общее ко-

личество операций алгоритма, приведенно-

го на рисунке 9, пренебрегая членами с 

константной сложностью составит: 

𝑁1 = 𝑛1 + 64 ∙ 𝑛2 ∙ 𝑓(𝑥) + 𝑛3 (𝑛5 + 𝑛6 ∙ log2 (
1

𝜀
)) = 

= 𝑛1 + 64 ∙ log2(
𝜋

2 arccos (
𝑟

𝑟 + ℎ
)
) ∙ 𝑓(𝑥) + 

+(2
𝜋

2 arccos (
𝑟

𝑟 + ℎ
)
− 1)(𝑛5 + 𝑛6 ∙ log2 (

1

𝜀
)) ≈ 

≈ 64 ∙ log2 (
𝜋

2arccos(
𝑟

𝑟+ℎ
)
) ∙ 𝑓(𝑥) + +2

𝜋

2arccos(
𝑟

𝑟+ℎ
)
∙ 𝑛6 ∙ log2 (

1

𝜀
).                  (16) 

Как следует из формулы, количество 

операций 𝑁1 является функцией от пара-

метров ℎ и 𝜀, варьирование которых поз-

воляет добиться необходимого компро-

мисса между сложностью вычислений и 

энергоэффективностью. 

Однако в формуле (16) присутствует 

слабо контролируемая компонента 𝑓(𝑥). 

Так же время исполнения алгоритма 

можно уменьшить за счет применения 

параллельных вычислений на графиче-

ском процессоре. Поэтому предлагается 

использовать следующий оптимизиро-

ванный вариант исполнения алгоритма. 

Распараллеливание ветвящегося ре-

курсивного алгоритма позволит свести 

время его исполнения ко времени выпол-

нения неветвящегося рекурсивного алго-

ритма с той же вычислительной слож-

ность и глубиной. Здесь и далее наклад-

ные расходы на работу с параллельными 

потоками считаются несущественными 

вследствие их относительной малости 

при расчете нетривиальных путей. 

Применение параллельных потоков 

при решении оптимизационной задачи 

поиска конечного состояния позволит в 

64 раза уменьшить первое слагаемое в 

конечном виде формулы (16). 

Таким образом время выполнения 

программы эквивалентно времени выпол-

нения следующего количества операций: 

𝑁2 ≈ 𝑛6 log2 (
1

𝜀
) [log2 (

𝜋

2arccos(
𝑟

𝑟+ℎ
)
) + 1].(17) 

В программной реализации, разрабо-

танной автором, количество операций 𝑛6 

составляет примерно 42 ∙ 103 операций. 

5. Численное моделирование и сравнение 

вычислительной сложности метода  

с аналогами 

Данная формула позволяет подо-

брать значения параметров 𝜀 и ℎ исходя 

из доступной вычислительной мощности 

и допустимым временем расчета, а также 

определить требования к вычислительной 

системе манипулятора на стадии разра-

ботки. 

Значение точности 𝜀, достаточное для 

практического применения, составляет 

примерно 0,01. Численное моделирование 

количества операций, в зависимости от па-

раметра ℎ для типового размера препят-

ствия 50 см приведено на рисунке 11. 
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Рис. 11. Зависимость количества операций от параметра h 

Для практического применения при-

емлемым значением ℎ является значение 

1 см, таким образом для планирования 

пути с помощью разработанного алго-

ритма необходимо выполнить порядка 

1,1 ∗ 106 операций, в то время как стан-

дартный стационарный компьютер спо-

собен выполнять порядка 3 ∗ 1011 опера-

ций в секунду, что позволяет использо-

вать разработанный метод для работы в 

режиме реального времени.  

Для сравнения разработанного метода с 

другими необходимо провести сравнитель-

ный анализ вычислительной сложности. 

В литературе слабо освещён данный 

вопрос, авторы методов планирования 

пути не приводят результаты анализа вы-

числительной сложности, либо приводят 

время выполнения программы [16], что 

является не совсем корректным, так как 

сильно зависит от вычислительной мощ-

ности платформы. Информация, которую 

удалось собрать, содержит только асимп-

тотическую сложность, однако этих дан-

ных достаточно для сравнения. 

Нейросетевые и графо-аналитиче-

ские методы базируются на построении 

дорожной карты. Для графо-аналитиче-

ских методов усовершенствованным ва-

риантом является применение диаграмм 

Вороного [17]. Согласно приведённым в 

[18] данным, класс сложности методов, 

базирующихся на составлении дорожной 

карты, составляет 𝑂(𝑛2), а на диаграмме 

Вороного –  𝑂(𝑛 ∙ lg (𝑛)), где 𝑛 – количе-

ство узлов рассматриваемой сетки. Сетка 

в данном случае представляет собой мно-

гомерную дискретную сетку обобщённых 

координат манипулятора. Приближенно 

примем, что для каждой обобщённой ко-

ординаты разрешение одинаково и равно 

𝑁. В таком случае количество узлов сетки 

составляет 𝑁𝑘, где 𝑘 – количество степе-

ней подвижности. Для рассматриваемого 

манипулятора 𝑘 = 7. 

Исходя из приведенных рассуждений 

можно построить график необходимого 

количества операций в зависимости от 

разрешающей способности 𝑁, с точно-

стью до множителя (зависящего от кон-

кретной программной реализации и неиз-

вестного, вследствие отсутствия инфор-

мации в открытых источниках). 

Результаты численного моделирова-

ния приведены на рисунках 12 и 13. 
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Рис. 12. Количество операций для методов на основе диаграммы Вороного  

 

Рис. 13. Количество операций для методов на основе дорожной карты  

Как следует из приведенных графи-

ков, несмотря на неизвестность постоян-

ных множителей, количество операций 

даже для разрешающей способности 

𝑁 = 100 (точность позиционирования в 

двигателях порядка 1°) составляет для 

методов на основе диаграммы Вороного 

порядка 3 ∗ 1015 операций, а для методов 

на основе дорожной карты – порядка 

8 ∗ 1027, что превышает допустимые 

пределы для работы в режиме реального 

времени. 

6. Обсуждение результатов 

Анализ вычислительной сложности 

предлагаемого метода показал, что для 

планирования пути АМ необходимо вы-

полнить порядка 1,1 ∗ 106 операций, в то 
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время как стандартный стационарный 

компьютер способен выполнять порядка 

3 ∗ 1011 операций в секунду, что позво-

ляет использовать разработанный метод 

для работы в режиме реального времени. 

Сравнение с аналогами показывает, что 

на примере методов на основе диаграммы 

Вороного и методов на основе дорожной 

карты необходимо выполнять порядка 

3 ∗ 1015 и 8 ∗ 1027 операций соответ-

ственно, что составляет порядка 1-3 се-

кунд задержки на современном стацио-

нарном компьютере 

Выводы 

В данной статье проведен анализ вы-

числительной сложности энергоэффек-

тивного метода итеративной кусочно-

линейной генерации траектории движе-

ния трехзвенного антропоморфного ма-

нипулятора с 7-ю степенями подвижно-

сти в рабочей зоне с препятствием, ап-

проксимированным гиперсферой. Дан-

ный метод планируется использовать при 

управлении антропоморфными манипу-

ляторами автономных мобильных робо-

тов. Для этого предлагаемый метод дол-

жен выполняться в режиме реального 

времени.  

Проведенный анализ вычислитель-

ной сложности показал, что при наихуд-

шем сценарии планирования пути вычис-

лительная сложность метода составляет 

порядка 1,1 ∗ 106 операций. Современная 

вычислительная система способна вы-

полнять данные операции, тратя при этом 

менее половины своей вычислительной 

мощности. Сравнение метода с аналогами 

показывает существенное преимущество 

вычислительной сложности предлагаемо-

го метода.  

Таким образом, можно сделать вы-

вод о возможности применения разрабо-

танного метода энергоэффективного пла-

нирования траектории движения антро-

поморфного манипулятора в рабочей 

зоне с препятствием в режиме реального 

времени. 
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DIMENSIONAL-LINEAR GENERATION OF THE TRAJECTORY OF MOTION OF THE THREE-

LINE ANTHROPOMORPHIC MANIPULATOR IN THE VOLUME SPACE WITH OBSTRUCTION 

Energy efficiency is an actual problem of the present, including in the field of robotics. Existing methods for 

planning the trajectory of motion of manipulators with excessive mobility face a number of problems, one of which is 

the impossibility of working in real time mode due to the high complexity of the scheduling algorithm. Moreover, the 

existing algorithms that work in real time are significantly inferior to the accuracy of the target operations. Therefore, 

earlier, in the author's articles, an iterative method of piecewise linear generation of the manipulator's trajectory was 

developed. 

In this paper, we analyze the computational complexity of the numerical method of iterative piecewise linear 

generation of the trajectory of a three-link anthropomorphic manipulator with 7 degrees of mobility in a volume space 

with an obstacle, an approximated hypersphere, in real time. 

A short description of the proposed method of planning the trajectory of motion is given. To move between the 

waypoints, the Denavite-Hartenberg representation used, with the formulation and solution of the problem of 

nonlinear optimization with the objective function of minimizing energy consumption when the manipulator moved to 

the target point. 

The initial generalized algorithm of the path planning method described. The number of operations that must 

performed in the process of execution of a recursive algorithm is considered. Parallelizing the branching recursive 

algorithm allows you to reduce the execution time to the time of executing a non-branching recursive algorithm with 

the same computational complexity and depth. A formula developed that allows you to select the values of variable 

parameters of the algorithm based on the available computational power and the allowable calculation time, and to 

determine the requirements for the manipulator computer system at the development stage. 
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