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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ РОБОТА-ТЯГАЧА  
ДЛЯ ТРАНСПОРТИРОВКИ САМОЛЕТОВ ПО АЭРОДРОМУ 

Буксировка самолетов обеспечивает эффективное функционирование современного аэродрома, в 

том числе военного. В военной авиации при тревоге оперативность и слаженность работы тягачей 

является крайне важной задачей. 

Статья посвящена решению актуальной задачи автоматизации процесса буксировки летательных 

аппаратов по территории аэродромов. 

В работе представлено описание конструкции трехколесного мобильного робота с двумя 

независимыми ведущими колесами, предназначенного для транспортировки самолетов на аэродромах. 

Ведущие колеса находятся позади центра масс, что обеспечивает устойчивое прямолинейное движение 

робота при любых скоростях. 

Робот совершает движение по горизонтальной плоскости вдоль нанесенной на нее контрастной 

полосы. Сенсорная система робота представлена оптронной матрицей, включающей две оптронные 

линейки. Определены критерии конструктивных параметров робота, обеспечивающие его устойчивость 

при движении по заданной траектории.  

Приведена расчетная схема трехколесного робота, как системы трех абсолютно твёрдых тел, 

одним из которых является платформа совместно с оптронной матрицей и электроприводами, двумя 

другими – ведущие колеса.  

В математической модели робота приняты следующие допущения: робот рассматривается как 

система абсолютно твердых тел, движение осуществляется без проскальзывания ведомым колесом 

вперед. 

Робот имеет четыре степени свободы. Составлены уравнения динамики движения робота с двумя 

независимыми ведущими колесами по горизонтальной шероховатой плоскости, при этом использованы 

формы уравнений Маджи для электромеханических систем с неголономными связями. Предполагается 

модель сухого трения Кулона. 

Определены также условия устойчивого движения колесного робота без поперечного проскаль-

зывания ведущих колес. 
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*** 

Введение  

Эффективное функционирование со-

временного аэродрома, в том числе воен-

ного, не представляется без работ по бук-

сировке самолетов. На сегодняшний день 

эти работы выполняются при помощи  

 

специальных аэродромных тягачей или 

обычных грузовых автомобилей. Для 

гражданской авиации не так критичны 

задержки во времени, связанные со сцеп-

кой тягача к самолету. Водитель нахо-

дится в тягаче постоянно, так как суще-

ствует расписание движения самолетов и  
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определенная очередность в их отправке 

и приёме. В военной авиации при тревоге 

оперативность и слаженность работы тя-

гачей является крайне важной задачей. 

Для исключения человеческого фак-

тора, повышения эффективности и тем-

пов работы аэродрома  предлагается ис-

пользовать роботизированные мобильные 

устройства, осуществляющие буксировку 

самолетов и прочей техники. Поэтому 

тема работы – создание мобильного ро-

бота для сервисных работ на аэродроме – 

является актуальной. 

Для перемещения самолетов по 

аэродрому применяют тягач –это  само-

ходная безрельсовая наземная транспорт-

ная машина, предназначенная для букси-

ровки прицепов и полуприцепов, несамо-

ходных машин (строительных, сельско-

хозяйственных), грузов на санях и воло-

кушах, а также для буксировки арт- и ра-

кетных систем, неисправных самоходных 

машин (автомобилей, танков и проч.) и 

самолётов на аэродромах.  

В работе [1] предложена конструк-

тивная схема мобильного робота-тягача 

для транспортировки самолетов. 

В работах [2-9] представлены основ-

ные принципы и некоторые результаты 

моделирования колесных транспортных 

систем, в работах [10-14] предложены 

различные алгоритмы управления движе-

нием мобильных колесных роботов по 

заданным траекториям. 

1. Описание мобильного робота с двумя 

независимыми ведущими колесами 

Прототип трехколесного мобильного 

робота -тягача, выбранного для проведе-

ния исследований в рамках настоящей 

работы, представлен на рисунке 1. 

Робот имеет два задних колеса 4 и 

одно переднее колесо 5. Задние колеса, 

жестко закрепленные относительно плат-

формы 1 (тип A из п. 1.2), являются ве-

дущими. Они приводятся в движение 

электродвигателями постоянного тока 2 

через планетарные редукторы 3.  

Следует отметить, что ведущие коле-

са находятся позади центра масс, потому 

что такая конструктивная особенность 

обеспечивает устойчивое прямолинейное 

движение робота при любых скоростях. В 

случае, когда ведущие колеса находятся 

впереди центра масс, устойчивое движе-

ние робота вдоль прямолинейной траек-

тории возможно только до некоторой 

предельной скорости [2, 5, 9, 13].  

Платформа робота представляет со-

бой корпус, умещающий аккумуляторы и 

бортовую электронику: платы усилителей 

мощности (мостовые драйверы) и плату 

управления. Усилители мощности пред-

назначены для управления двигателями 

постоянного тока. Плата управления яв-

ляется платформой для вычислительной 

системы робота. 

Основной задачей рассматриваемого 

мобильного робота является движение по 

горизонтальной плоскости вдоль нане-

сенной на нее контрастной полосы, по-

этому его сенсорная система представле-

на оптронной матрицей, включающей две 

оптронные линейки 6 и 7. В общем слу-

чае для обеспечения функционирования 

рассматриваемой сенсорной системы ли-

нейка 7 должна быть длиннее линейки 6 в 

силу того, что она расположена на боль-

шем расстоянии от полюса робота — се-

редины отрезка, соединяющего центры 

ведущих колес [12,13]. 

В результате проведенных в настоя-

щей работе исследований установлено, 

что увеличение расстояния между цен-

трами оптронных линеек и полюсом ро-

бота приводит к росту чувствительности 

сенсорной системы, а их расположение 

впереди платформы придает системе 

предиктивные свойства, поэтому рас-

сматриваемая конструкция предполагает 

установку сенсоров впереди платформы 

на достаточно большом в сравнении с га-

баритами робота расстоянии. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B0%D0%BC%D0%BE%D1%85%D0%BE%D0%B4%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D0%BC%D0%B0%D1%88%D0%B8%D0%BD%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B0%D0%BC%D0%BE%D1%85%D0%BE%D0%B4%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D0%BC%D0%B0%D1%88%D0%B8%D0%BD%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%81%D0%BF%D0%BE%D1%80%D1%82%D0%B8%D1%80%D0%BE%D0%B2%D0%BA%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%81%D0%BF%D0%BE%D1%80%D1%82%D0%B8%D1%80%D0%BE%D0%B2%D0%BA%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%B2%D1%82%D0%BE%D0%BC%D0%BE%D0%B1%D0%B8%D0%BB%D1%8C
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D1%83%D0%BA%D1%81%D0%B8%D1%80
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D1%83%D0%BA%D1%81%D0%B8%D1%80
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%B8%D1%86%D0%B5%D0%BF
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%BE%D0%BB%D1%83%D0%BF%D1%80%D0%B8%D1%86%D0%B5%D0%BF
https://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9D%D0%B5%D1%81%D0%B0%D0%BC%D0%BE%D1%85%D0%BE%D0%B4%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D0%BC%D0%B0%D1%88%D0%B8%D0%BD%D0%B0&action=edit&redlink=1
https://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9D%D0%B5%D1%81%D0%B0%D0%BC%D0%BE%D1%85%D0%BE%D0%B4%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D0%BC%D0%B0%D1%88%D0%B8%D0%BD%D0%B0&action=edit&redlink=1
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D1%80%D1%83%D0%B7
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B0%D0%BD%D0%B8
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%BE%D0%BB%D0%BE%D0%BA%D1%83%D1%88%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%BE%D0%BB%D0%BE%D0%BA%D1%83%D1%88%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%80%D1%82%D0%B8%D0%BB%D0%BB%D0%B5%D1%80%D0%B8%D0%B9%D1%81%D0%BA%D0%BE%D0%B5_%D0%BE%D1%80%D1%83%D0%B4%D0%B8%D0%B5
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D0%B0%D0%BA%D0%B5%D1%82%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D0%BF%D1%83%D1%81%D0%BA%D0%BE%D0%B2%D0%B0%D1%8F_%D1%83%D1%81%D1%82%D0%B0%D0%BD%D0%BE%D0%B2%D0%BA%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D0%B0%D0%BA%D0%B5%D1%82%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D0%BF%D1%83%D1%81%D0%BA%D0%BE%D0%B2%D0%B0%D1%8F_%D1%83%D1%81%D1%82%D0%B0%D0%BD%D0%BE%D0%B2%D0%BA%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%81%D0%BF%D0%BE%D1%80%D1%82%D0%B8%D1%80%D0%BE%D0%B2%D0%BA%D0%B0_%D1%82%D0%B0%D0%BD%D0%BA%D0%BE%D0%B2
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B0%D0%BC%D0%BE%D0%BB%D1%91%D1%82
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%8D%D1%80%D0%BE%D0%B4%D1%80%D0%BE%D0%BC
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Рис. 1. Трехколесный мобильный робот с двумя независимыми соосными  

ведущими колесами: 1 – платформа; 2 – электродвигатель; 3 – редуктор;  

4 – ведущее колесо; 5 – переднее колесо; 6,7 – оптронные линейки 

При этом расстояние, на которое вы-

ступает центр линейки 7, и расстояние 

между линейками 6 и 7 определяются в 

зависимости от кривизны участков отра-

батываемых траекторий. Чем больше ука-

занная кривизна, тем на большем рассто-

янии от полюса можно установить ли-

нейку 7 и тем значительнее можно увели-

чить расстояние между ней и линейкой 6. 

Увеличение расстояния между линейка-

ми с учетом указанных условий обеспе-

чивает рост информативности сигнала 

оптронной матрицы в силу увеличения 

длины участка заданной траектории пе-

ред роботом, изменение направления ко-

торого учитывается при расчете управ-

ляющих напряжений. Однако следует от-

метить, что увеличение выноса линеек 

приводит к нежелательному изменению 

инерционных характеристик робота (уве-

личению момента инерции относительно 

вертикальной оси, проходящей через 

центр масс) и требует введения дополни-

тельных элементов крепления матрицы 

для обеспечения требуемой жесткости. 

2. Уравнения движения робота  

с двумя независимыми  

ведущими колесами по горизонтальной 

шероховатой плоскости 

Вывод уравнений движения робота 

будем осуществлять на основе формы 

уравнений Маджи для электромеханиче-

ских систем с неголономными связями 

[2,9,12]. 

Введём следующие системы коорди-

нат (рис. 2): неподвижную систему коор-

динат Oxyz, плоскость которой Oxy сов-

падает с горизонтальной шероховатой 

плоскостью, по которой катятся колеса 

робота, и подвижную систему 
111

zyAx  с 

началом в точке A, жестко связанную с 

его платформой. При этом ось 
1

Ay  

направлена вдоль отрезка С3С4, а центр 

масс робота С1 лежит на оси Ax1, являю-

щейся осью симметрии шасси.  

Введем ряд условий движения мо-

бильного робота, определяющих допу-

щения разрабатываемой математической 

модели. Такими условиями являются: 

– Робот рассматривается как система 

абсолютно твердых тел. 
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– Движение осуществляется без про-

скальзывания. 

– Массы вилки 2, рояльного колеса 9, 

шестерней редукторов считаются равны-

ми нулю. 

– В точке C2 платформа имеет абсо-

лютно гладкую опору. 

– Робот движется ведомым колесом 

вперед. 

С учетом принятых допущений вы-

вод уравнений движения будем осу-

ществлять на основе расчетной схемы, 

представленной на рис. 2. 

Будем рассматривать робота как си-

стему трех абсолютно твёрдых тел, од-

ним из которых является платформа сов-

местно с оптронной матрицей и электро-

двигателями с редукторами (электропри-

водами), двумя другими — ведущие коле-

са. Положение этих тел в системе коор-

динат Oxyz определяется вектором обоб-

щённых координат ,
T

211
yxq  где 

x, y — координаты точки A (полюса робо-

та) — середины отрезка, соединяющего 

центры C3,  C4 задних колёс 3, 4;   — 

угол поворота вокруг вертикали плат-

формы 1, отсчитываемый от оси Ох; 
21

,  

— углы поворота ведущих колёс (с цен-

трами в точках C3 и C4 соответственно) 

относительно горизонтальных осей. Ро-

бот является электромеханической си-

стемой, содержащей два контура с тока-

ми, поэтому вектор его обобщенных ко-

ординат 
T

2121
eeyx q  включает 

заряды e1, e2 такие, что 
2211

, eiei    пред-

ставляют собой токи в цепях питания элек-

тродвигателей. Соответственно вектор 

обобщенных скоростей робота имеет вид 
T

2121
eeyx  q  (точка обозначает 

дифференцирование по времени). 

Угловая скорость платформы опре-

деляется следующим образом: 

,0

0





















Ω                                   (1) 

где вектор Ω  задан проекциями на оси 

Axyz. 

Угловые скорости ведущих колес 

определяются соотношениями: 

,

0

,

0

21














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где 
21 Ω,Ω  заданы проекциями на оси 

Ax1y1z1. 

Скорости точек контакта ведущих 

колес с поверхностью можно определить 

из уравнений: 
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где V – скорость точки A; 
43

, PP  – точки 

контактов ведущих колес с поверхно-

стью. 

Так как движение ведущих колёс 

происходит без проскальзывания, то про-

ецирование уравнений (3) на оси 
111

zyAx  

позволяет получить три независимых 

уравнения неинтегрируемых (неголоном-

ных) связей: 
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где 
43

ACACl   – половина расстояния 

между ведущими колесами; 
4433

PCPCr   – 

радиус ведущих колес. 

Число степеней свободы неголоном-

ных систем определяется следующим об-

разом [8]: 

N=S – M,                                            (5) 

где S – число обобщенных координат си-

стемы; M – число неголономных связей. 

В соответствии с принятыми допущения-

ми вектор обобщенных координат рас-

сматриваемой электромеханической си- 
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стемы включает семь компонент, а ее 

обобщенные скорости удовлетворяют 

трем уравнениям неголономных связей 

(4). Следовательно, рассматриваемый мо-

бильный робот имеет четыре степени 

свободы. 
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Рис. 2. Расчетная схема мобильного робота для вывода уравнений движения 

Так как робот имеет четыре степени 

свободы, вектор его псевдоскоростей 
T

21
iiV π  включает четыре элемента: 

скорость  sincos yxV    точки A, уг-

ловую скорость платформы   и токи 

,
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ei   22
ei   во внешних цепях электро-

двигателей. Зависимость между обоб-

щенными и псевдоскоростями системы 

при этом имеет вид  
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В скалярной форме уравнения (6) 

имеют вид 
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Потенциальная и электрическая 

энергии рассматриваемой электромеха-

нической системы равны нулю, поэтому 

ее лагранжиан будет иметь вид 

.
m

WTL                                    (8) 

Считая масс-инерционные характе-

ристики ведущих колес и электроприво-
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дов идентичными, рассчитаем кинетиче-

скую энергию системы:  

),()2(

)cossin(2))(2(2

2

2

2

1

222

11

1

22

1













yk

k

JamamJ

yxamyxmmT

 

),()2(

)cossin(2))(2(2

2

2

2

1

222

11

1

22

1













yk

k

JamamJ

yxamyxmmT
 

),()2(

)cossin(2))(2(2

2

2

2

1

222

11

1

22

1













yk

k

JamamJ

yxamyxmmT

           
(9)

 

где m1 – суммарная масса платформы, оп-

тронной матрицы и статоров электродви-

гателей; mk – суммарная масса ведущего 

колеса и ротора электродвигателя; 
1

J  – 

момент инерции робота относительно 

вертикальной оси, проходящей через его 

центр масс C1; 
rykyy

JnJJ 2  – «приве-

денный» момент инерции колеса; ky
J  – 

момент инерции колеса относительно го-

ризонтальной оси; ry
J  – момент инерции 

ротора электродвигателя; n – передаточ-

ное число редуктора; 
1

ACa   – расстоя-

ние от точки A до центра масс робота 
1

C . 

Магнитную энергию рассчитаем сле-

дующим образом: 
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где Li – обобщенная индуктивность цепи 

электродвигателя; c – коэффициент элек-

тромеханического взаимодействия. 

Коэффициент электромеханического 

взаимодействия определяется  следую-

щим образом: 
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где M1, M2 – соответственно пусковой и 

номинальный моменты электродвигателя; 

íí
, U  – соответственно номинальная уг-

ловая скорость и номинальное напряже-

ние электродвигателя. 

Диссипативную функцию определим 

с учетом диссипации в цепях роторов 

электродвигателей и влияния силы вязко-

го сопротивления R и момента вязкого 

сопротивления 
R

M , возникающих в ре-

зультате взаимодействия робота с окру-

жающей средой. Запишем ее в виде 
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где R – омическое сопротивление цепи 

ротора; 
âï

,   – коэффициенты вязкого 

трения для поступательного и вращатель-

ного движения робота соответственно. 

Исходя из соотношений (8)–(10), ла-

гранжиан системы запишем в форме 
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Найдем вектор обобщенных сил 
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Q . Для этого на 

основе расчетной схемы робота, представ-

ленной на рисунке 2, запишем выражение 

для суммы мощностей всех активных сил и 

сил трения на возможных скоростях: 
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где 
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,
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MM  – моменты трения качения; 

21
, UU  – управляющие напряжения, при-

ложенные к электродвигателям; 
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Следует отметить, что сила вязкого 

сопротивления R и момент вязкого со-

противления 
R

M  не учитываются в этом 

выражении, так как их влияние учтено в 

диссипативной функции (12). 
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Учитывая (6), (12-14), получим ди- намические уравнения движения робота: 
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Следует отметить, что существенным 

отличием настоящих уравнений от пред-

ложенных ранее является учет влияния 

моментов трения качения, действующих 

на ведущие колеса. 

Совместно с уравнениями (7) урав-

нения (15) образуют замкнутую систему 

уравнений для определения обобщенных 

координат робота q и его псевдоскоро-

стей π . 

Значения 
Kfr

M (K=1,2) из уравнений 

(15) определим следующим образом [8,11]: 
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где   – коэффициент трения качения;  

K
N  – сила нормальной реакции горизон-

тальной опорной плоскости, действую-

щей на K-ое ведущее колесо. 

Для определения значений N1 и N2 

был применен принцип Даламбера. Ука-

занный принцип позволил разработать 

расчетные схемы, где 
nФ  — центробеж-

ная сила инерции, определяемая нор-

мальным ускорением n
a ; τФ  – сила 

инерции, определяемая тангенциальным 

ускорением 
τ

a ; 
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M  – момент инерции, 

определяемый ускорением Ω ; 
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M – рав-

нодействующий моментов 
εM , 

RM , мо- 

 

ментов, определяемых силами 
nФ  и τФ , 

и момента, определяемого силами r/
1frM  

и r/
2frM ; G – вес робота. 

Равнодействующая параллельных 

оси Ay1 составляющих сил 
nФ  и τФ  – 

1yФ  совместно с равнодействующей сил 

трения скольжения (при покое) 
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F  и 
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F

образует пару сил, влияние которой 

определяет изменение сил нормальной 

шероховатой плоскости N1 и N2 при дви-

жении робота вдоль криволинейных тра-

екторий. Указанная пара сил характери-

зуется моментом 
N

M . 

Движение робота без поперечного 

проскальзывания ведущих колес предпо-

лагает выполнение условия, выражающе-

гося следующим неравенством (предпо-

лагается модель сухого трения Кулона): 

,)(
)(cos))((

)2(
21

22

1
fNNa

signaV
mm

k



 





,)(
)(cos))((

)2(
21

22

1
fNNa

signaV
mm

k



 



                                (17) 

где f – коэффициент трения скольжения. 

Неравенство (17) предполагает то, 

что модуль равнодействующей парал-

лельных оси Ay1 составляющих сил 
nФ  и 

τФ  — 
1yФ  не должен превышать суммы 

модулей максимальных сил трения 

скольжения 
1frF  и 

2frF . 

Выводы 



              Моделирование движения робота-тягача  для транспортировки самолетов по аэродрому 

ISSN 2223-1560. Известия Юго-Западного государственного университета. 2018. Т. 22, № 2(77) 

41 

Таким образом, разработана матема-

тическая модель робота - тягача в виде 

уравнений движения мобильного робота 

с двумя независимыми ведущими коле-

сами по горизонтальной шероховатой 

плоскости, учитывающая влияние момен-

тов трения качения, действующих на ве-

дущие колеса, при условии изменения в 

процессе движения вдоль криволинейных 

траекторий действующих на них сил 

нормальной реакции шероховатой плос-

кости. Также определен критерий отсут-

ствия поперечного проскальзывания ве-

дущих колес. 
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MODELING THE MOTION OF THE ROBOT-TRACTOR FOR TRANSPORTING AIRCRAFT  
ON THE AIRFIELD 

Towing aircraft ensures the effective functioning of the modern airport, including the military. In military aviation 

at alarm efficiency and coherence of work of tow trucks is the extremely important task. 

The article is devoted to solving the actual problem of automation of the process of towing aircraft on the 

territory of airfields. 

The paper describes the design of a three-wheeled mobile robot with two independent driving wheels, designed 

for the transportation of aircraft at airports. The driving wheels are located behind the center of mass, which ensures 

stable straight-line movement of the robot at all velocities. 

Robot moves along the horizontal plane along the contrast strip applied to it. Sensory system of the robot is 

represented by the opto-matrix that includes two opto lines. The criteria of design parameters of the robot, ensuring 

its stability when moving along a given trajectory are defined. 

The computing scheme of a three-wheeled robot as a system of three absolutely solid bodies, one of which is 

the platform together with the optometric matrix of electric drives, the other two-driving wheels is given. 

In the mathematical model of the robot, the following assumptions are made: the robot is considered as a 

system of absolutely solid bodies, the motion is carried out without slipping, the driven wheel moves forward. 

Robot has four degrees of freedom. The equations of the dynamics of the robot with two independent driving 

wheels on a horizontal rough plane, using the form of Maggi’s equations for electromechanical systems with non-

holonomic links are given. A Coulomb model of dry friction is assumed. 

The conditions of steady motion of a wheeled robot without transverse sliding of driving wheels are also 

determined. 
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