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ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ ПО СТАТИСТИЧЕСКИМ МОДЕЛЯМ  
В УПРАВЛЕНИИ КАЧЕСТВОМ ПРОДУКЦИИ 

Разработка методов регистрации, описания и анализа статистических экспериментальных данных, 

получаемых в результате наблюдения массовых случайных явлений, составляет предмет специальной 

науки - математической статистики. 

Все задачи математической статистики касаются вопросов обработки наблюдений над массовыми 

случайными явлениями, но в зависимости от характера решаемого практического вопроса и от объема 

имеющегося экспериментального материала эти задачи могут принимать ту или иную форму. 

Одной из основных задач математической статистики является разработка методов изучения 

массовых явлений или процессов на основе сравнительно небольшого количества наблюдений или 

опытов. Эти методы имеют свое научное обоснование, свою теорию, которая носит название теории 

выборок. 

Целью данной работы является построение математических моделей влияния различных факторов 

на единичное число с использованием методики планирования многофакторного эксперимента, и исполь-

зование их результатов в назначении режимов технологических операций. 

Для исследования процессов неполной горячей деформации используется сложная вязкопластическая 

модель среды, механические свойства которой характеризуются пределом текучести и коэффициентом 

вязкости. Предел текучести зависит от температуры и скорости деформации.   

Исходя из этого, была проведена обработка экспериментальных данных по методике планирования 

многофакторного эксперимента и статистической обработки опытных данных по определению предела 

текучести в зависимости от температуры и скорости деформации стали У12А. 

Из анализа полученного уравнения регрессии можно сделать вывод, что наиболее сильно удельная 

сила зависит от температуры. 

Полученные уравнения регрессии математически описывают взаимное влияние технологических 

факторов на условный предел текучести и удельную силу, кроме того, они позволяют правильно зада-

вать технологические режимы обработки, обеспечивающие получение изделий требуемого качества. 
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*** 

Управление качеством продукции в 

производстве осуществляется на базе си-

стемы непрерывных приемо-сдаточных 

испытаний, которая предусматривает 

совмещение статистического регулиро-

вания технологического процесса и не- 

 

прерывную сдачу продукции заказчику. 

При регулировании технологического 

процесса очень важным является знание 

требуемых технологических режимов об-

работки, которые являются главным фак-

тором, обеспечивающим качество выпус-

каемой продукции. 
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Статистическое регулирование тех-

нологического процесса включает в себя: 

– динамический отбор выборок из 

потока продукции; 

– контроль параметров изделий в вы-

борке; 

– фиксирование результатов кон-

троля в контрольной карте; 

– сравнение результатов контроля с 

контрольными нормативами; 

– выработку управляющего решения; 

– реализацию предусмотренного 

этим решением управляющего воздей-

ствия. 

В основе всех этих характеристик 

лежит опыт исследования случайных яв-

лений, выполняемого методами теории 

вероятностей, прямо или косвенно опира-

ется на экспериментальные данные. 

Разработка методов регистрации, 

описания и анализа статистических экс-

периментальных данных, получаемых в 

результате наблюдения массовых слу-

чайных явлений, составляет предмет спе-

циальной науки - математической стати-

стики. 

Все задачи математической стати-

стики касаются вопросов обработки 

наблюдений над массовыми случайными 

явлениями, но в зависимости от характе-

ра решаемого практического вопроса и от 

объема имеющегося экспериментального 

материала эти задачи могут принимать ту 

или иную форму. 

Статистическое регулирование тех-

нологического процесса осуществляется 

в соответствии с методом учета дефектов. 

Определяется период отбора выборок, 

объем выборок. Закономерности, наблю-

даемые в массовых случайных явлениях, 

проявляются тем точнее и отчетливее, 

чем больше объем статистического мате-

риала. При обработке обширных по сво-

ему объему статистических данных часто 

возникает вопрос об определении законов 

распределения тех или иных случайных 

величин. Теоретически при достаточном 

количестве опытов свойства случайных 

величин и закономерности их проявления  

будут осуществляться сколь угодно точ-

но. На практике всегда приходится иметь 

дело с ограниченным количеством опы-

тов, в связи с этим результаты наблюде-

ний и их обработки всегда будут содер-

жать элемент случайности в большей или 

меньшей степени. Возникает вопрос о 

том, какие черты наблюдаемого явления 

относятся к постоянным, устойчивым и 

действительно присущим ему, а какие яв-

ляются случайными и проявляются в 

данной серии наблюдений только за счет 

ограниченного объема эксперименталь-

ных данных. Естественно, к методике об-

работки экспериментальных данных сле-

дует предъявить такие требования, чтобы 

она, по возможности, сохраняла типич-

ные, характерные черты наблюдаемого 

явления и отбрасывало все несуществен-

ное, второстепенное, связанное с недо-

статочным объемом опытного материала. 

В связи с этим возникает характерная для 

математической статистики задача сгла-

живания или выравнивания статистиче-

ских данных, представления их в наибо-

лее компактном виде с помощью простых 

аналитических зависимостей. 

Одной из основных задач математи-

ческой статистики является разработка 

методов изучения массовых явлений или 

процессов на основе сравнительно не-

большого количества наблюдений или 

опытов. Эти методы имеют свое научное 

обоснование, свою теорию, которая носит 

название теории выборок. 

Целью данной работы является по-

строение математических моделей влия-
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ния различных факторов на единичное 

число с использованием методики плани-

рования многофакторного эксперимента, и 

использование их результатов в назначе-

нии режимов технологических операций. 

Например, проведение эксперимен-

тальных исследований влияния техноло-

гических факторов на формирование ме-

ханических свойств материала – предел 

текучести, осуществлялось с использова-

нием многофакторной схемы, когда эф-

фект влияния каждого фактора оценива-

ется по результатам всех опытов. Много-

факторный эксперимент имеет преиму-

щество перед однофакторным (изменение 

одного фактора при остальных постоян-

ных) в получении более точных результа-

тов [1]. 

Для исследования процессов непол-

ной горячей деформации используется 

сложная вязкопластическая модель сре-

ды, механические свойства которой ха-

рактеризуются пределом текучести и ко-

эффициентом вязкости. Предел текучести 

зависит от температуры и скорости де-

формации.   

Исходя из этого, была проведена об-

работка экспериментальных данных по ме-

тодике планирования многофакторного 

эксперимента и статистической обработки 

опытных данных по определению предела 

текучести в зависимости от температуры и 

скорости деформации стали У12А. 

В качестве независимых переменных 

(факторов) были приняты следующие ве-

личины: Х1 – скорость деформации, 
i ; 

Х2 – температура деформации, Т °С. 

Для описания процесса принят орто-

гональный план 1 порядка, предназна-

ченный оценивать неизвестные парамет-

ры модели (при n = 2). 

0 1 1 2 2 12 1 2Y a a x a x a x x        . 

Используем полный факторный экс-

перимент типа S
2
. 

При установлении области определе-

ния факторов учитывались технологиче-

ские особенности неполного горячего вы-

давливания. Уровни факторов и интервалы 

варьирования приведены в таблице 1.  

Таблица 1 

Уровни 

Факторы 

X1 X2 

i ,с
-1

 Т, °С 

-1 62 600 

0 124 700 

+1 186 800 

 

Кодированное значение факторов (xi) 

связано с натуральным значением факто-

ров соотношением: 

i i0
i

i

X X
x

X





, 

где xi – кодированное значение; Хi – 

натуральное значение; Хi0 – натуральное 

значение фактора основного уровня; ΔХi 

– интервал варьирования. 

Дальнейшие экспериментальные ис-

следования и статистическая обработка 

результатов проводились по общеприня-

той методике, изложенной в работе [2]: 

i
1 2

124 T 700
x , x

62 100

  
  . 

Вид матрицы для двух факторов 

представлен в таблице 2. 

Таблица 2 

N X1 X2 Y 

1 + + Y1 

2 – + Y2 

3 + – Y3 

4 – – Y4 

 

Для исключения влияния системати-

ческих ошибок, вызванных внешними 

условиями, опыты рандомизировались по 
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времени. План эксперимента в натураль-

ном и кодовом масштабе и полученные 

результаты для определения условного 

предела текучести стали У12А приведены 

в таблице 3. 

Таблица 3 

№ 

опыта 

Порядок 

реализации 
X1 X2 i  T Y1 Y2 Y  S

2 

1 2 + + 186 800 197 209 203 72 

2 3 – + 62 800 70 80 75 50 

3 4 + – 186 62 335 349 342 98 

4 1 – – 62 600 198 210 204 72 

 

2 292S  . 

Дублирование опытов позволило 

проверить точность проведенных испы-

таний, определить ошибку эксперимента. 

Ошибка опыта, или как ее часто называ-

ют ошибкой воспроизводимости по па-

раллельным опытам, проверялась по кри-

терию Кохрена [1]: 

max

2

m2

S
G G

S
 


,                                  (1) 

где Y1 – значение в первом опыте; Y2  – 

значение во втором опыте; Y – среднее 

значение опытов; max

2S  – наибольшая из 

дисперсий опыта; S
2
 – дисперсия опыта, 

   
2 2

1 22
Y Y Y Y

S
n 1

  



; ΣS

2
 – суммар-

ная  дисперсия опыта; n=2 – число парал-

лельных опытов; m (0,05...0,999)G G 0,907   

– табличное значение критерия Кохрена 

при 5% - ном уровне значимости. 

m

98
G 0,335 G

292
   . 

Это значит, что эксперимент воспро-

изводим. 

В дальнейшей обработке результатов 

в качестве оценки дисперсии шума при-

нимаем 
2

2

y y

S 292
S 73 S 8,54

N 4
,


    ; 

где N – число опытов плана. 

Значения коэффициентов регрессии 

определялись по методу наименьших 

квадратов: 

i i ji i i
0 i ij

Y x xY Y x
a ; a ; a

N N N

    
    

0 1 2 12a 206; a 66,5; a 67; a 2,5      . 

Полученные коэффициенты регрессии 

оценивались на статическую значимость с 

помощью ti – критерия Стьюдента 

i

i табл2

ia

a
t t

S
  ,                                   (2) 

где 

2

y2

ia

S
S 9,008

n N
 


 – дисперсия оце-

нок коэффициентов; таблt 2,78  – крите-

рий Стьюдента, взятый из таблиц, в зави-

симости от уровня значимости и числа 

степеней свободы. 

Принимались только те коэффициен-

ты регрессии, которые удовлетворяют 

условию ia 2,78 3,02 8,39   . Осталь-

ные коэффициенты являются статически 

незначимыми и в модель не включались. 

В данном случае принимаем 12a 0 . 

Таким образом, получено следующее 

уравнение регрессии: 

1 2Y 206 66,5 x 67 x     .            (3) 

Дисперсия неадекватности для полу-

ченного уравнения определялась по фор-

муле 
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2

рас экс2

неад

2

n (Y Y )
S

f

 
 , 

где 
расY  и эксY  – значения  отклика в опы-

те, соответственно рассчитанные по 

уравнению регрессии и определенные 

экспериментально, приведены в таблице 4; 

2f N K   – число степеней свободы; 

K 3  – число оставленных коэффициен-

тов, включенных в уравнение.  
2

неадS 51,3 . 

Адекватность уравнения проверялась 

с помощью F-критерия (критерия Фише-

ра) [2]: 
2

неад

табл2

y

S 51,3
F 0,702 F

S 73
    , 

где таблF 225  – табличное значение F-

критерия для принятого 5%-ного уровня 

значимости. 

Таким образом, поскольку расчетное 

значение F-критерия не превышает таб-

личное, модель является адекватной. 

 

Таблица 4 

N расY  
эксY  рас эксY Y  2

рас экс(Y Y )  

1 205,84 203 2,84 8,06 

2 73,1 75 1,9 3,61 

3 339,64 342 2,36 5,57 

4 206,9 204 2,9 8,41 

 

 

Анализируя полученные уравнения 

регрессии, можно сделать вывод, что при 

высокоскоростном неполном горячем де-

формировании в данном диапазоне изме-

нений факторов увеличение скорости де-

формации приводит к повышению преде-

ла текучести, а увеличение температуры 

– к понижению. Уравнения регрессии ма-

тематически описывают взаимное влия-

ние температуры и скорости деформации 

на условный предел текучести, что поз-

воляет правильно задавать технологиче-

ские режимы обработки. 

В некоторых случаях описание про-

цессов исследования с помощью линей-

ной модели оказывается неприемлемым, 

поскольку полученные на ее основе зави-

симости, проверенные с помощью крите-

рия Фишера, являются неадекватными.  

В связи с этим для описания принята 

полиномиальная модель второго порядка. 

Например, ранее проведенными исследо-

ваниями установлены четыре наиболее 

активных фактора, оказывающих суще-

ственное влияние на характер процесса 

неполного горячего выдавливания. 

В качестве независимых переменных 

(факторов) были приняты следующие ве-

личины: Х1 – температура деформации, Т 

°С; Х2 – степень деформации; Х3 – отно-

сительная высота заготовки; Х4 – угол ко-

нусности торца пуансона. Параметром оп-

тимизации т.е. исследуемой величиной яв-

ляется удельное усилие выдавливания Y1. 

Локальная область определения фак-

торов была установлена из априорных 

соображений. Варьирование каждым 

фактором осуществлялось на двух уров-

нях. Интервалы варьирования факторов и 

их значения в натуральном масштабе на 

основном, верхнем и нижнем уровнях 

указаны в таблице 5. 
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Таблица 5 

Обозначение 

факторов 
X1, T °C X2, R X3 H0/D0 X4, α град 

Наименование 

факторов 

Температура 

деформирования 

Степень 

деформации 

Относительная 

высота заготовки 

Угол конусности 

торца пуансона 

Область эксперимента 

Основной уро-

вень xi 
700 0,52 0,70 150 

Интервал варь-

ирования Δxi 
100 0,10 0,13 30 

Верхний уро-

вень xi =+1 
800 0,62 0,83 180 

Нижний уро-

вень xi = -1 
600 0,42 0,57 120 

 

При использовании многочленного 

полинома в качестве математической мо-

дели факторы кодируются и связываются 

с натуральным значением факторов соот-

ношениями: 

i i0
i

i

X X
x

X





, 

где xi – кодированное значение; Хi – 

натуральное значение; Хi0 – натуральное 

значение фактора основного уровня; ΔХi 

– интервал варьирования. 

Дальнейшие экспериментальные ис-

следования и статистическая обработка 

результатов проводились по общеприня-

той методике, изложенной в работе [2]: 

1 2

0 0
3 4

T C 700 R 0,52
x ; x ;

100 0,10

H / D 0,70 150
x ; x .

0,13 30

  
 

 
 

 

Для получения возможно более пол-

ной информации об изучаемых зависимо-

стях воспользуемся полным факторным 

экспериментом типа Вk. 

Симметричный композиционный 

план Вk состоит из ядра и звездных точек. 

Эти точки имеют плечи, равные единице. 

Общее число опытов такого плана 
4N 2 2 4 24    . В таблице 6 приведен 

план Вk, содержащий N = 24. Точки в ко-

довом и натуральном масштабах. 

Таблица 6 

№ 

опыта 

Порядок 

реализации 

Кодовый масштаб Натуральный масштаб 

xi xi xi xi T R H0/D0 α 

1 15 + + + + 800 0,62 0,83 180 

2 1 + + + – 800 0,62 0,83 120 

3 17 + + – + 800 0,62 0,57 180 

4 5 + + – – 800 0,62 0,57 120 

5 9 + – + + 800 0,42 0,83 180 

6 18 + – + – 800 0,42 0,83 120 

7 8 + – – + 800 0,42 0,57 180 

8 20 + – – – 800 0,42 0,57 120 

9 22 – + + + 600 0,62 0,83 180 

10 19 – + + – 600 0,62 0,83 120 

11 24 – + – + 600 0,62 0,57 180 

12 21 – + – – 600 0,62 0,57 120 
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Окончание табл. 6 

№ 

опыта 

Порядок 

реализации 

Кодовый масштаб Натуральный масштаб 

xi xi xi xi T R H0/D0 α 

13 13 – – + + 600 0,42 0,83 180 

14 16 – – + – 600 0,42 0,83 120 

15 6 – – – + 600 0,42 0,57 180 

16 3 – – – – 600 0,42 0,57 120 

17 2 + 0 0 0 800 0,52 0,70 150 

18 10 – 0 0 0 600 0,52 0,70 150 

19 14 0 + 0 0 700 0,62 0,70 150 

20 11 0 – 0 0 700 0,42 0,70 150 

21 12 0 0 + 0 700 0,52 0,83 150 

22 23 0 0 – 0 700 0,52 0,57 150 

23 4 0 0 0 + 700 0,52 0,70 180 

24 7 0 0 0 – 700 0,52 0,70 120 

 

В соответствии с выбранным планом 

с помощью таблиц случайных чисел была 

выполнена рандомизация во времени 24 

опытов. Порядок реализации указан в 

таблице 6. Каждый опыт повторялся три 

раза. Математическую модель исследуе-

мого процесса можно выразить следую-

щим уравнением: 
k k k

2

0 i i ij i j ii i

i 1 i 1 i 1

ˆ ˆ ˆ ˆY a a x a x x a x
  

      . 

Коэффициенты модели после реализа-

ции плана рассчитывались по формулам: 
N k k

2

0 1 u 2 iu

u 1 i 1 i 1

N

i 3 iu u

u 1

N

ij 4 i j u u

u 1

N k k N
2 2

ii 5 iu u 6 iu u 2 u

u 1 i 1 i 1 u 1

â n y c x

â n x y

â n (x x ) y ;

â n x y c x y n y ,

;

;

  





   

 





  

 





  

  (4) 

где Y- значение параметра оптимизации; 

N – число опытов; u – номер опыта; 

k – число факторов; i –  номер фактора; j 

– порядковый номер опыта. Вспомога-

тельные константы рассчитаны заранее и 

для данного плана имеют следующие 

значения [2]: 

1 2 3

4 5 6

n 0,22917 n 0,0625 n 0,05556

n 0,0625 n 0,50 n 0,1042.

; ; ;

; ;

  

   
 

Важнейшей характеристикой стати-

стической обработки эксперимента явля-

ется дисперсия воспроизводимости ис-

следуемого параметра 
N n

2 2

y ug u

u 1 q 1

S (Y Y ) / N(n 1)
 

   , 

где Yug – результат q–го повторения u-го 

опыта; Yu – среднее арифметическое зна-

чение всех nu – дублей u-го опыта; n – 

число повторений каждого опыта. 

Знаменатель данного выражения – 

число степеней свободы при определении 
2

yS  в случае равномерного дублирования. 

lf N(n 1)  . 

Для проверки однородности диспер-

сии используем критерий Кохрена (1). 

Ряд дисперсий считается однородным, 

если расчетное значение критерия мень-

ше табличного. 

После расчета коэффициентов ре-

грессии по формулам (4) проверяется ги-

потеза об их статистической значимости 

по t – критерию (Стьюдента), рассчитан-

ному по формуле (2). 
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Адекватность уравнения проверялась 

с помощью F-критерия (критерия Фише-

ра) [2]. 

В соответствии с заданным уровнем 

факторов при проведении эксперимента 

неполному горячему выдавливанию было 

подвергнуто 72 заготовки. По результа-

там экспериментов и вычисления коэф-

фициентов регрессии получена матема-

тическая модель зависимости удельной 

силы от технологических факторов: 

1 3

2 2 2 2
4 1 2 3 4

115,82 14,92 3,07

4,20 1,14 0,74 1,54 0,34 .

Y x x

x x x x x

   

    
 

После перехода к натуральным зна-

чениям факторов полученная модель 

имеет вид 

2
0 0

2 2 2
0 0

94,40 0,0090 77,06

150,1( / ) 0,25 0,00011

74,1 91,1( / ) 0,00037 .

   

    

   

lq T R

H D T

R H D

 

Проверка уравнения на адекватность 

и определение доверительного интервала 

подтвердила адекватность полученной 

модели и значимость ее коэффициентов. 

Из анализа полученного уравнения 

регрессии можно сделать вывод, что 

наиболее сильно удельная сила зависит 

от температуры. 

Полученные уравнения регрессии 

математически описывают взаимное вли-

яние технологических факторов на 

условный предел текучести и удельную 

силу, кроме того они позволяют правиль-

но задавать технологические режимы об-

работки, обеспечивающие получение из-

делий требуемого качества. 

Полученные результаты могут быть 

использованы при создании ресурсосбе-

регающих и малоотходных технологий 

обработки металлических материалов с 

использованием новых нанокомпозици-

онных смазок и покрытий [4-40]. 

Работа выполнена в рамках государ-

ственного задания Минобрнауки РФ по 

проекту №11.6682.2017/8.9. 
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DECISIONS ON STATISTICAL MODELS IN QUALITY CONTROL OF PRODUCTS 

Development of methods for registration, description and analysis of statistical experimental data, obtained by 

monitoring mass random phenomena is the subject of a special science - mathematical statistics. 

All tasks of mathematical statistics concerns the treatment of observations of mass random phenomena, but 

depending on the nature of the solved practical question and amount of available experimental material these tasks 

can take a particular form. 

One of the main objectives of mathematical statistics is to develop methods of studying mass phenomena or 

processes on the basis of the relatively small number of observations or experiments. These methods have their 

scientific justification, his theory, called the theory of samples. 

The aim of this work is to build mathematical models of influence of various factors on a single number using 

the method of multifactor experiment planning, and their use results in the appointment of modes of technological 

operations. 

To study processes incomplete hot deformation uses a complex viscoplastic model of the environment, the 

mechanical properties which are characterized by a yield stress and viscosity. The yield strength depends on 

temperature and strain rate.  

On this basis, was carried out processing of experimental data by the method of multifactor experiment 

planning and statistical treatment of experimental data by definition of the yield strength depending on temperature 

and speed of deformation of steel U12A. 

From the analysis of the obtained regression equations, we can conclude that the most highly specific force 

depends on temperature. 

Regression equations mathematically describe the mutual influence of technological factors on yield strength 

and specific strength, in addition they allow you to correctly set processing modes that yield products of the required 

quality. 

Key words: quality management of products, statistical analysis of experimental data, methods of multifactor 

experiment planning. 
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