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АЛГОРИТМ РАСЧЕТА И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ДЕФОРМАЦИЙ 

ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ ПЛИТ C ОДНОСТОРОННИМИ ОПОРНЫМИ СВЯЗЯМИ 

Разработана вычислительная схема для расчета железобетонных плит методом конечных 

элементов при возможности учета односторонних связей. Напряженно-деформированное состояние 

плиты моделируется, принимая во внимание физически нелинейное поведение бетона и арматуры, 

дискретность армирования, образование поперечных трещин в бетоне. Для плиты в целом принимаются 

справедливыми гипотезы Кирхгоффа. Считается, что вне трещин арматура имеет идеальное сцепление 

с бетоном. Бетон представляется системой тонких слоев, каждый из которых находится в условиях 

плоского напряженного состояния. Аппроксимация перемещений в этой многослойной схеме выполняется 

с использованием треугольных пластинчатых конечных элементов. Деформация арматуры описывается 

с помощью стержней, работающих только на растяжение или сжатие. Односторонние связи пред-

ставляются контактными конечными элементами. Прочность бетона оценивается согласно критерию 

Н.И. Карпенко. Деформации бетона между трещинами описываются в соответствии с подходом В.И. Му-

рашева. На основе принципа возможных перемещений формируется система разрешающих уравнений 

конечно-элементной модели. Предложен вариант использования метода секущих, обеспечивающий 

сходимость итерационного процесса для комплексной нелинейной задачи такого типа. Предусмотрено на 

первом этапе выполнять пошаговое нарастание внешних сил до достижения фактического уровня 

нагружения. В каждом таком шаге реализуется только одна итерация метода секущих. Далее 

осуществляется итерационное решение задачи при многократном изменении секущих модулей. 

Работоспособность данного алгоритма подтверждена на основе теоретического анализа и 

эксперимента для прямоугольной в плане изгибаемой железобетонной плиты, имеющей свободное 

опирание по трем сторонам и не закрепленной по четвертой стороне. При этом испытывались три 

образца плиты с контролем образования трещин, измерением деформаций и перемещений. 
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*** 

Введение 

Анализ деформирования железобе-

тонных плит во многих случаях требует 

учета физически нелинейного поведения 

бетона и арматуры, возможного образова-

ния трещин в бетоне, а также конструктив-

ной нелинейности, обусловленной, прежде 

всего, свободным опиранием плит во 

многих строительных системах. Основы  

 

теории нелинейной механики железобе-

тона изложены в работах [2-10, 14, 20], 

распространенные инженерные подходы 

к проектированию железобетонных кон-

струкций в нелинейной постановке отра-

жены в нормативных документах [23, 24]. 

Методологии анализа деформаций кон-

струкций с односторонними связями по-

священо большое число работ. В строи-

тельной механике для решения таких  
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задач используется метод квадратичного 

программирования [1], способ выделения 

контактной поверхности с кинематиче-

скими и силовыми условиями [19], метод 

контактных элементов [12] и др. Ком-

плексный учет нелинейных эффектов для 

расчета железобетонных плит обычно ре-

ализуется на основе упрощенных подхо-

дов, предусматривающих использование 

для системы бетон-арматура приведен-

ных жесткостных характеристик [21]. В 

то же время вопрос создания эффектив-

ных вычислительных схем для расчета в 

физически и конструктивно нелинейной 

постановке железобетонных несущих си-

стем, в том числе с учетом образования 

трещин в бетоне, при рассмотрении арма-

туры в дискретной постановке, еще требу-

ет выполнения дальнейших исследований. 

В настоящей работе предлагается 

итерационный алгоритм для расчета же-

лезобетонных плит в рамках метода ко-

нечных элементов и метода секущих с 

возможностью учета односторонних свя-

зей и нелинейного деформирования бето-

на и арматуры при описании арматуры 

стержневыми конечными элементами. 

Выполнена оценка точности разработан-

ной методики путем сопоставления ре-

зультатов теоретического анализа с дан-

ными проведенных экспериментальных 

исследований. 

Алгоритм решения задачи 

Моделируем работу железобетона 

методом конечных элементов, следуя ос-

новным положениям работ [16-18, 25]. 

Полагаем, что нагружение конструкции 

осуществляется путем пропорционально-

го увеличения всех действующих на нее 

сил. Считаем, что вне трещин арматура 

имеет идеальное сцепление с бетоном. 

Используем описание деформаций бетона 

при отсутствии трещин и условия пре-

дельных состояний бетона в соответствии 

с теорией Н.И. Карпенко [6]. Работа бе-

тона между трещинами учитывается с 

помощью схемы В.И. Мурашева. Счита-

ем справедливыми гипотезы Кирхгоффа 

для плиты в целом. Бетон представляем 

системой тонких слоев, каждый из кото-

рых находится в условиях плоского 

напряженного состояния. Реализуем ап-

проксимацию перемещений в пластинча-

тых конечных элементах на основе схемы 

работы [15]. Деформацию арматуры опи-

сываем с помощью стержней, работаю-

щих только на растяжение или сжатие. 

В данной работе наряду с классиче-

скими случаями жесткой заделки, шар-

нирного опирания и свободного края, бу-

дем рассматривать возможность односто-

ронних связей. Эти связи описываем с 

помощью ферменных конечных элемен-

тов, имеющих достаточно большую 

жесткость на сжатие и пренебрежимо ма-

лую жесткость на растяжение. На рис. 1,а 

приведена конечно-элементная схема для 

участка плиты, где кромка A является 

свободной, B – свободно опертой с зада-

нием односторонних связей; на рис. 1,б 

показана диаграмма деформирования 

условных вертикальных стержней, где L, 

ΔL – исходная длина стержня и абсолют-

ное ее изменение; N – продольная сила в 

стержне; α, β – задаваемые малые углы. 

Задание таких диаграмм позволяет при-

ближенно описывать односторонние связи 

в рамках физически нелинейной задачи. 

Как показывают расчеты, непосред-

ственное использование метода секущих 

для рассматриваемой в настоящее работе 

проблемы может приводить к нарушению 

сходимости итерационного процесса. 

Введем модификацию процедуры данно-

го метода, полагая, что для первых r1 

итераций осуществляется пошаговое уве-

личение нагрузки до достижения ее фак-
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тического значения. При этом не ставится 

задача оценки напряженно-деформиро-

ванного состояния для каждого уровня 

нагружения, а при r1=1 решается линей-

ная задача с заданием начальных модулей 

упругости материала и заменой односто-

ронних связей двухсторонними. Далее 

реализуется итерационная схема метода 

секущих. 

 

 

Рис. 1. a – Разбивка участка плиты на конечные элементы; б – диаграмма растяжения-сжатия  

конечных элементов для условных стержней, описывающих односторонние связи: 1 – слоистые 

конечные элементы бетона; 2 – конечные элементы арматуры; 3 – опорные конечные элементы 

Согласно принципу возможных пе-

ремещений, для любой итерации r>1 в 

данном случае можно записать 

b

S

N T
(r) (r 1) (r)

bi bi bi

i 1

N T
(r 1)(r) (r)

Sj Sj Sj

j 1

δ U K U

δ U K U

 

uN TT (r)(r) (r 1) (r)

l l l

l 1

δw C w δ U Q 0 ,(1) 

где bN , SN  – число многослойных ко-

нечных элементов бетона и стержневых 

конечных элементов арматуры;   – обо-

значение вариации; 
(r)

biU , 
(r)

SjU  – 

векторы обобщенных узловых перемеще-

ний итерации r для этих конечных эле-

ментов; 
(r 1)

biK , 
(r 1)

SjK  – секущие мат-

рицы жесткости конечных элементов бе-

тона и арматуры, получаемые на основе 

выполнения итерации r-1; uN  – число уз-

лов для железобетонной плиты; (r)

lw  – 

значение  проекции w на ось Oz вектора 

перемещения для узла l в итерации r; 
(r 1)

lC  – жесткость опорного конечного 

элемента в узле l, вычисленная с учетом 

результатов итерации r-1; 
(r )

U , Q  – 

векторы обобщенных узловых перемеще-

ний для итерации r и приведенной к уз-

лам внешней нагрузки для конечно-

элементной модели. 

На основе равенства (1) формируется 

следующая система линейных алгебраи-

ческих уравнений: 

(r 1) (r) (r)
K U P ,          (2) 

где 
(r 1)

K  – полученная в итерации r-1 

глобальная секущая матрица жесткости 

дискретизированного объекта; 
(r )

P  – 

вектор узловых сил, рассматриваемых в 

итерации r. 
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При использовании постоянных ша-

гов по нагрузке процесс решения нели-

нейной задачи можно укрупнено пред-

ставить в виде, показанном на рисунке 2, 

где Q  – приращение вектора Q ; 0r  

– общее число итераций (
0 1r r ). Данная 

вычислительная схема была реализована 

в программном комплексе DIVLOC, раз-

работанном на кафедре «Механика» 

БГИТУ. 
 

 

Рис. 2. Схема итерационного алгоритма 

Пример расчета и экспериментального  

исследования плиты 

Расчетная модель. На основе разра-

ботанного алгоритма выполнялся расчет 

деформаций прямоугольной в плане пли-

ты (рис. 3,а) толщиной 56 мм. Преду-

сматривалось нижнее армирование плиты 

прямоугольной сеткой из холоднотянутой 

арматурной проволоки 4 Bр-I по 

ГОСТ 6727-80 с защитным слоем 8 мм. 

Рассматривалось свободное опирание 

плиты по сторонам AF, AC, CD и отсут-

ствие опирания по стороне FD. Принима-

лось, что объект нагружен силами тяже-

сти плиты и направленной вниз (против 

оси Az) равномерно распределенной по 

площади силой интенсивностью q на 

квадратной площадке со стороной 250 

мм. Значения q задавались в интервале 

[21,6…130,4] кПа с шагом 6,4 кПа. Рас-

считывалась половина симметричной 

конструкции (рис. 3,б). 

Строилась конечно-элементная мо-

дель с использованием 176 многослойных 

треугольных в плане конечных элементов 

бетона, 173 стержневых конечных эле-

ментов арматуры и 20 опорных конечных 

элементов. Выполнялось независимое 

решение задачи для каждого рассматри-

ваемого значения q с введением 1r =100. 

Плита также рассчитывалась в физически и 

конструктивно нелинейной постановке в 

программном комплексе STARK ES 2016 

(лицензия № 066048) с введением 384-х 

многослойных прямоугольных конечных 

элементов, каждый из которых включал 

11 слоев материала «Бетон» и два слоя 

материала «Арматурный слой». 
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Рис. 3. а – Схема железобетонной плиты; б – система конечных элементов бетона и арматуры;  

в, г – эскиз и фото экспериментальной установки; д – расположение тензорезисторов: 1 – плита;  

2 – опорная рама; 3 – балка-рычаг; 4 – штамп нагружения; 5 – поддон для грузов; 6 – грузы;  

7 – опора рычага 

Экспериментальная модель  

Для проверки точности предлагаемой 

методики данный объект подвергался 

экспериментальному исследованию. Бы-

ли изготовлены три образца плиты. 

Прочность бетона оценивалась на 28-е 

сутки естественного твердения неразру-

шающими методами. Найденные значе-

ния прочности указывали на соответствие 

бетона классу B45. Установленные зна-

чения прочности арматуры отличались от 

справочных нормативных характеристик 

не более чем на 5%. 

В эксперименте условия работы пли-

ты, принятые в расчетной схеме, модели-

ровались на испытательном стенде 

(рис. 3,в,г). Нагружение осуществлялось 

с помощью балки-рычага через штамп 

250×250 мм. Прогибы плиты определя-

лись индикаторами часового типа. Для 

образца 1 выполнялись замеры деформа-

ций с использованием тензометрических 

датчиков Т1-Т8 (рис. 3, д). Применялись 

константановые фольговые тензорези-

сторы BX120-50AA с измерительной ба-

зой 50 мм и сопротивлением 120,0±2 Ом, 

которые крепились к поверхности плиты 

и компенсационного фрагмента бетона с 
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помощью однокомпонентного этил-циа-

нокрилатного клея холодного отвержде-

ния. Использовался крейт LTR EU-2 с 

модулями сбора данных тензоизмерений 

LTR 212 и управляющая программа 

LGraph2. С частотой 150 Гц фиксирова-

лись величины относительных линейных 

деформаций. 

Результаты расчетов и экспериментов 

В расчетах учитывались осреднен-

ные характеристики материалов, уста-

новленные экспериментально. Для обоих 

используемых программных продуктов 

результаты удалось получить только при 

q 130,4  кПа. Далее с увеличением 

нагрузки расчеты прерывались, что мож-

но интерпретировать как возникновение 

условий разрушения плиты (исчерпания 

несущей способности). В программном 

комплексе DIVLOC итерационный про-

цесс для q 130,4  кПа практически схо-

дился за 300-500 итераций. При этом уз-

лы U  конечно-элементной модели, обо-

значенные на рис. 3,б жирными точками, 

имели положительные расчетные пере-

мещения по оси Az, что указывает на от-

рыв этих узлов от опор. Для остальных 

узлов на сторонах AB и AF по оси Az по-

лучены пренебрежимо малые отрица-

тельные перемещения, соответствующие 

условию сохранения вертикальных свя-

зей. В эксперименте также наблюдалось 

явление отрыва опорных граней в зонах 

углов А и С плиты. Расчетные длины 

участков отрыва плиты при q 130,4  

кПа отличались от экспериментальных по 

всем трем образцам не более чем на 19 % 

на кромке AC и 7 % – на кромках AF и 

CD. При q 53,6  кПа наблюдалось обра-

зование трещин в нижней части плиты. 

На рис. 4 сопоставлены расчетные и 

экспериментальные данные для относи-

тельных линейных деформаций 5ε , 7ε , 

8ε  по тензорезисторам T5, Т7, T8, распо-

ложенным в наиболее напряженной обла-

сти плиты, и для прогиба Eδ  точки E. 

Полученные с помощью комплекса DI-

VLOC значения 5ε  для диапазона нагру-

зок 21,6 q 124,0  кПа отличались от 

экспериментальных не более чем 19 %, 

7ε – не более чем на 20 % (рис 4, а, б). 

Для деформаций 8ε  (см. рис 4, в) соот-

ветствующее различие при 

47,2 q 66,4  кПа составило 12-34 %. 

Существенное увеличение разницы экс-

периментальных и расчетных значений 

для 8ε  с ростом нагрузки можно объяс-

нить влиянием эффекта продавливания на 

местное напряженно-дефомированное 

состояние в зоне расположения датчика 

T8. По всем тензорезисторам расчетные 

величины относительных деформаций, 

превышающие 4×10
-5

, расходились с экс-

периментальными данными до фиксации 

в плите трещин растяжения не более чем 

на 23 %. 

Найденные в комплексе DIVLOC пе-

ремещения Eδ  при 2,1116,21  q  кПа 

отличаются от соответствующих резуль-

татов комплекса STARK ES на 3,2-16,2%. 

Для нагрузок 6,1170,60  q  кПа макси-

мальное отличие по величине Eδ  от сред-

него экспериментального прогиба для трех 

образцов в комплексе STARK ES состав-

ляет 23 %, а в комплексе DIVLOC – 19 %. 

При q 124,0   кПа расхождение в ре-

зультатах двух сопоставляемых методик 

становится более существенным: 54 % и 

24 % соответственно. Для нагрузки 

q 130,4  кПа прогиб Eδ  отличается для 
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комплекса STARK ES по сравнению со 

средним экспериментальным на 75 %, для 

комплекса DIVLOC – на 24 %. То есть в 

целом для рассматриваемой задачи пред-

лагаемый алгоритм дал возможность су-

щественно повысить точность определе-

ния прогибов по сравнению с комплексом 

STARK ES. 

 

 

Рис. 4. а, б, в – Относительные линейные деформации для тензорезисторов T5, Т7, T8 образца 1;  

г – прогибы плиты в точке E 

 

Заключение 

Разработанный алгоритм конечно-эле-

ментного анализа деформирования желе-

зобетонных плит обеспечивает возмож-

ность учета нелинейного поведения же-

лезобетона и односторонних опорных  

 

связей при дискретном представлении 

арматурных стержней. Использование 

данной вычислительной схемы может по-

высить точность описания работы желе-

зобетонных систем в практике проекти-

рования строительных объектов. 
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ALGORITHM FOR DEFORMATION ANALYSIS AND EXPERIMENTAL STUDY  

OF REINFORCED CONCRETE SLABS WITH UNILATERAL BONDS 

A computation scheme for the analysis of reinforced concrete slabs using the finite element method providing 

possibility to consider unilateral connections has been developed.  The stress-strain state of a slab is modeled taking 

into account physically nonlinear behavior of concrete and reinforcement, reinforcement discreteness, formation of 

transverse cracks in concrete. Kirchhoff hypotheses are considered to be true for a slab as a whole. It is believed that 

reinforcement out of cracks has a perfect adhesion with concrete. Concrete is represented by a system of thin layers, 

each of which is in a two-dimensional stress state. Approximation of displacements in this multilayer scheme is per-

formed using triangular plate finite elements. Deformation of the reinforcement is described by means of rods working 

only in tension or compression. Unilateral connections are the contact finite elements. Concrete strength is evaluated 

according to Karpenko criterion. Deformation of concrete between cracks is described in accordance with Murashev’s 

approach.On the basis of the principle of virtual displacements assembling of elements takes place. A secant method 

case providing the convergence of the iterative process for a complex nonlinear problem of this type is proposed. At 

the first stage, a step-by-step increase of external forces is provided until the actual level of loading is achieved. Only 
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one iteration of the secant method is performed at each step. Then, the iterative solution of the problem with repeated 

change of secant modulus is applied.  The efficiency of this algorithm is confirmed on the basis of theoretical analysis 

and experiment for a rectangular in terms of bending reinforced concrete slab with free bearing on three sides, and 

not fixed on the fourth side. Three slab samples were tested and formation of cracks was monitored, measurement of 

deformations and displacements were performed 

Key words: reinforced concrete slabs, unilateral connections, physical nonlinearity, cracks, secant method, ex-

periment. 
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