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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ КРИТЕРИЕВ УСТОЙЧИВОСТИ КОНСТРУКЦИЙ. СИСТЕМЫ  

С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ. ЧАСТЬ 1  

Рассматривается одно из наиболее важных предельных состояний – потеря устойчивости формы 

конструкциями. Несмотря на то, что в течение длительного времени этому виду предельного состояния 

уделяется пристальное внимание исследователями, нет единого мнения о причинах его возникновения и, 

соответственно, единого подхода к формулированию критериев, определяющих критическое состояние. 

Наиболее популярные в строительной механике и теории устойчивости сооружений - энергетические 

критерии в форме Тимошенко и Брайана. В первом случае исследуется полная работа всех сил, действу-

ющих на систему в момент потери устойчивости. Во втором - внутренняя энергия системы, что позво-

ляет решать задачи с учетом тепловых и аналогичных им воздействий. Несмотря на простоту форму-

лировки первого подхода и общность второго, сложно утверждать, что ими может быть охвачен весь 

спектр задач устойчивости, возникающих в технике. Критерий критических уровней энергии позволяет 

ставить и решать задачи устойчивости без ограничений малости перемещений, вида воздействий на 

систему, и предназначен для формулирования пограничных состояний. Для понимания сути упомянутых 

критериев и иллюстрации различий предлагаются простые задачи в виде систем с сосредоточенными 

параметрами. 

Рассматриваются критерии устойчивости конструкций на примере систем с одной степенью 

свободы. Анализируются постановки и решение задач устойчивости в форме Тимошенко, Брайана и кри-

терия критических уровней энергии. Показаны достоинства и недостатки рассматриваемых подходов к 

исследованию устойчивости на примере модели конструкции с одной степенью свободы.  
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*** 

Введение 

Потеря устойчивости конструкцией – 

одно из важнейших предельных состоя-

ний, которому уделяется большое внима-

ние на протяжении долгого времени. Од-

нако до сих пор нет единого мнения о 

причинах его проявления и, соответ-

ственно, критериях его характеризую-

щих. Наиболее популярные в среде ин-

женеров и исследователей энергетиче-

ские критерии имеют две общепризнан-

ные формулировки: критерий устойчиво-

сти в форме Тимошенко и критерий 

устойчивости в форме Брайана [1, 2, 3]. 

Однако сложно утверждать, что указан-

ные подходы позволяют исследовать весь  

 

спектр задач, возникающих в технике. 

Одним из альтернативных подходов мо-

жет стать вариационный критерий крити-

ческих уровней энергии, предложенный в 

[4]. Ниже приводится сравнительный 

анализ указанных подходов к исследова-

нию устойчивости систем на простом 

примере системы с одной степенью сво-

боды. 

Рассмотрим упруго деформирующу-

юся систему, подверженную сжатию, по-

казанную на рисунке 1. Приведенная рас-

четная схема отличается от классической, 

предложенной Тимошенко, тем, что опи-

сывается начальная стадия деформирова-

ния – сжатие стержня, на которой проис-

ходит запасание потенциальной энергии  
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деформации. Это необходимо для описа-

ния поведения системы согласно пред-

ставлениям Брайана. Поэтому формально 

система имеет две степени свободы: про-

дольное перемещение и вращение вслед-

ствие потери устойчивости. Однако для 

описания процесса потери устойчивости 

будет использоваться степень свободы, 

характеризующая отклонение стержня от 

начального положения в момент потери 

устойчивости. 

 

F 

F 

cr  
  l  

cr  

0l  h  

k  

a) 

b) 

 

Рис. 1. a – модель упругого шарнира; b – модель системы с одной степенью свободы 
 

Энергетический критерий  

устойчивости в форме Тимошенко 

Следуя автору критерия, мы прене-

брегаем рассмотрением стадии запасания 

энергии, а рассматриваем систему в мо-

мент потери устойчивости, когда сжима-

ющая сила достигает критического зна-

чения. Система теряет начальную форму 

и меняет вид деформирования, получая 

отклонение на угол  . При этом внешняя 

сила cF  совершает возможную работу при 

переходе системы в новое равновесное 

состояние 

ex cW F ,                                            

(1) 

где перемещение силы можно предста-

вить через бесконечно малый угол пово-

рота в виде: 
2l 2.                                            (2) 

При этом действительную работу 

внутренних сил, или потенциальную 

энергию, запасаемую упругими пружи-

нами при переходе системы в новое по-

ложение, можно записать как  

inW Md  .                                     (3) 

Момент, создаваемый реактивными 

силами упругих элементов, с учетом ма-

лости перемещений, определится соот-

ношением: 
2М rh / 2.                                        (4) 

Полную энергию системы можно 

представить как сумму работы внешних 

сил и внутренних усилий  
2 2 2

сП F l 2 rh 4.                          (5) 

Условие минимума полной энергии 

деформации системы, находящейся в со-

стоянии равновесия, дает: 

П 0  .                                        (6) 
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Откуда получим выражение крити-

ческой силы для системы, представлен-

ной на рисунке 1: 
22

cF rh 2 .                                       (7) 

Величина критической силы полно-

стью совпадает с выражениями, получен-

ными в [1, 2] для классической модели 

Тимошенко. Это объясняется одинако-

вым представлением процесса потери 

устойчивости. Как известно, при таком 

подходе и использовании классической 

модели получить величину критического 

перемещения не удается 

Предложенная модель системы 

(рис.1), тем не менее, позволяет оценить 

критические перемещения, поскольку 

учитывает историю нагружения системы 

до момента потери устойчивости. Если 

записать равенство работ внешних сил и 

внутренних усилий к моменту достиже-

ния критических продольных перемеще-

ний, получим 
2

c с с2r 2 F 2   .                              (8) 

Откуда имеем  

c cF 2r  .                                         (9) 

Окончательно, с учетом (7) запишем 

выражение для критических перемещений: 
2

с h 4l.                                        (10) 
 

Энергетический критерий  

устойчивости в форме Брайана  

Подход Брайана отличается от под-

хода Тимошенко тем, что исследуется ра-

бота внутренних усилий системы. При 

этом учитывается запасенная до момента 

потери устойчивости энергия деформа-

ции, которая затем расходуется на приве-

дение системы в новое равновесное со-

стояние. 

Критическая величина продольного 

усилия, возникающего к моменту потери  

устойчивости, может быть представлена 

в виде, аналогичном (9) предыдущего 

раздела 

c cN 2r .                                         (11) 

Тогда изгибающий момент вращаю-

щий систему к новому состоянию равно-

весия будет иметь вид:  
2М rh sin( / 2)  .                            (12) 

После подстановки (12) в выражение 

(3) и интегрирования получим представ-

ление потенциальной энергии деформа-

ции или работы внутренних усилий по 

приведению системы в начальное равно-

весное положение в виде: 
2

inW 2rh (cos( / 2) 1).                   

(13) 

С другой стороны, запасенная энергия 

(13) возникла вследствие возможной рабо-

ты внешней силы по приведению системы 

в новое равновесное состояние. Возможная 

работа внутренней продольной силы, до-

стигшей критического значения, и не из-

менявшей своего значения при переходе 

системы в новое равновесное состояние, 

может быть представлена в виде 

ex cW = 2rΔ l(1-cos φ) .               (14) 

Тогда баланс внутренней потенци-

альной энергии системы можно записать 

как:  
2

cU 2r l(1 cos ) 2rh (1 cos( / 2)).         (15) 

Условие стационарности потенци-

альной энергии 

U 0,                                (16) 

приводит к выражению для величины 

критических продольных перемещений: 

)./2)/(4sec(hΔ 2
c l                        (17) 

На рисунке 2 показан график изме-

нения критических перемещений в зави-

симости от угла отклонения системы, ха-

рактеризующего новое равновесное со-

стояние. Как видим, зависимость имеет 

периодический характер.  

Минимальное значение перемеще-

ния, при котором происходит потеря 

устойчивости, полученное из (17): 

).4/( l2min
c hΔ                               (18) 
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Рис.2. Зависимость критических перемещений от угла отклонения системы  

 

Оно полностью совпадает со значе-

нием предыдущего раздела (10), выве-

денным из других предпосылок. 

Критическое продольное усилие по 

аналогии с (7) будет иметь вид  
2

cN rh sec( / 2) (2 ).                    (19) 

Минимальное значение, соответ-

ствующее потере устойчивости 
min 2

cN rh / (2 ) .                      (20) 

 

Критерий критических  

уровней энергии 

На критических уровнях энергии си-

стема находится в самоуравновешенном 

состоянии, когда баланс работ внутрен-

них усилий минимален: 
N

in in inW W W min   ,                 (21) 

при условии нормировки параметров, 

определяющих критическое состояние 

системы: 

1Δ
2

 2
сc .                                 (22) 

Введем безразмерные переменные: 
N 2

Nс in in
с in in2 2 2

W W h
, W , W , n .

l kl kl l




      (23) 

Тогда уравнение Лагранжа для по-

ставленной задачи будет иметь вид 
2 2 2

c c c cL 2n(cos( / 2) 1) - 2 ( 1)        .  (24) 

Из условий стационарности функции 

Лагранжа по переменным  

c cL 0, L 0,                 (25) 

получим 

c c c c

1
, n sin( 2) 2

2
       . 

   
(26) 

В случае бесконечно малых величин 

углов отклонения системы от начального 

положения равновесия, получим величи-

ны критических перемещений и продоль-

ных усилий, совпадающих с величинами, 

приведенными в предыдущих разделах 

(7), (10), (18), (20). 

c

2 2

c
c c

c

h sin( 2) h

2l 4l



     


.     (27) 
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2 2

c
c c

c

2rh sin( 2) rh
N 2r

2l 2l


   


. (28) 

Из условий нормировки можно по-

лучить связь между продольным переме-

щением и углом отклонения, а также 

предельное значение угла отклонения си-

стемы.  

2

k sin( / 2) l .                     (29) 

Функция критических перемещений 

будет иметь минимум в случае 

2kd
cos( / 2) 2 1 0.

d


     


    (30) 

Этому условию соответствует угол 

0,685611  .  
 

 

 

Выводы 

Энергетический критерий в форме 

Тимошенко исследует систему вблизи на-

чального состояния равновесия, в пред-

положении бесконечной малости дефор-

маций и отклонений от начального рав-

новесного состояния. В результате, не 

позволяют дать оценку перемещениям 

системы к моменту потери устойчивости  

и другие важные свойства упругих си-

стем. Однако метод прост, и очевиден как 

в формулировке задачи, так и ее матема-

тической постановке, при оценке величи-

ны критической нагрузки. 

Энергетический критерий в форме 

Брайана справедлив для консервативных 

систем и учитывает историю деформиро-

вания. Математическая модель задачи 

позволяет учитывать малые конечные пе-

ремещения, а запись энергетических со-

отношений не зависит от вида приложен-

ной внешней нагрузки, что в ряде задач 

дает значительные преимущества [1]. Из 

полученных соотношений следует перио-

дическая закономерность критических 

параметров системы. 

Критерий критических уровней энер-

гии в своей формулировке основан на ги-

потезе о существовании критических 

уровней энергии конструкции и перио-

дичности ее свойств. Ограничения в виде 

условия нормировки позволяют не снять 

условие малости перемещений, и рас-

сматривать конечные величины парамет-

ров проектирования. Наиболее общая за-

пись энергии в виде условия самоуравно-

вешенности системы позволяет не зави-

сеть ни от пути деформирования, ни от 

вида прикладываемых нагрузок. Требо-

вание консервативности системы сохра-

няется. 
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The paper considers the loss of structure stability as one of the most important marginal states. Though this 

type of limit conditions has been closely studied, there is still no agreement on their causes, hence, there is no uni-

form approach to defining the criteria that determine the critical state. The most popular criteria known in the structur-

al analysis and the theory of structural stability are energy criteria of stability in the form of Timoshenko or Bryan.   In 

the first case the analysis covers total work of all forces affecting the system at the moment of collapse. In the second 

the analysis deals with the system internal energy, which allows us to solve the problems considering thermal and 

similar effects. In spite of the simplicity of the first approach and general character of the second one, it is hardly pos-

sible to assert that they can be sufficient to cover the total scope of stability problems that may arise in engineering. 

The criterion of critical energy critical level permits us to formulate and solve stability  problems  without any limita-

tions related with the smallness of displacements or the types of impacts affecting a system, so it can be applied to  

formulate  boundary conditions. For better understanding of the said criteria and their illustration the paper presents 

some simple problems in the form of systems with lumped parameters.      

  Structure stability criteria are studied as in case of the systems with one degree of freedom. The analysis co-

vers the statements and solutions of stability problems in the form of Timoshenko, Bryan and the criterion of energy 

critical levels. These approaches are reviewed in terms of their advantages and disadvantages using the example of 

the model of a structure with one degree of freedom.    
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