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Резюме 

Цель работы. Исследуются вырожденные бифуркации («degenerate bifurcations») и бифуркации слияния («mer-
ging») хаотических аттракторов в системе управления с широтно-импульсной модуляцией, поведение кото-
рой описывается бимодальным кусочно-линейным непрерывным отображением. Хорошо известно, что в кусоч-
но-линейных отображениях классические бифуркации такие, как удвоения периода, транскритическая и 
вилообразная, становятся вырожденными, сочетающие свойства классических гладких бифуркаций и бифурка-
ций граничного столкновения («border collision bifurcations»).  
Методы. Описано получение математической модели системы в форме кусочно-линейного отображения из 
векторного поля с разрывной правой частью методом построения стробоскопического отображения Пуанкаре. 
Выполнен анализ вырожденных бифуркаций удвоения периода методами теории критических линий в необра-
тимых отображениях.  
Результаты. Выявлено, что рассматриваемое отображение обладает необычным свойством, которое 
заключается в следующем. В точке бифуркации удвоения периода неподвижной точки появляется интер-
вал I, на границах которого лежат две точки цикла удвоенного периода. Причем, любая точка I, есть 
периодическая точка с периодом два. Доказано, что точки цикла удвоенного периода, лежащие на границе 
указанного интервала, совпадают с двумя многообразиями переключения. В качестве конкретного примера 
реальной физической системы, изучение которой сводится к кусочно-линейному отображению, рассмотрен 
преобразователь энергии с широтно-импульсным управлением. Приведены осциллограммы колебаний 
напряжения нагрузки, отвечающие неподвижной точке, циклу периода два и хаотическим режимам.  
 

_______________________ 
 Жусубалиев Ж. Т., Иванова Е. Н., Сопуев У. А., Жумашева Ж. Т., Цуканов Д. Ю. , 2024 
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Заключение. Изучены вырожденные бифуркации удвоения периода колебаний и бифуркации слияния циклов 
хаотических интервалов. Бифуркации циклов хаотических интервалов известны еще как кризисы хаоти-
ческих аттракторов («merging crisis»). В точке бифуркации неустойчивая неподвижная точка с отрица-
тельным мультипликатором сталкивается с границами хаотических аттракторов. Границы же хаоти-
ческих аттракторов образованы так называемыми критическими точками и их образами. В момент би-
фуркации возникает негрубая гомоклиническая орбита. В силу того, что рассматриваемое отображение 
является кусочно-линейным, уравнения бифуркационных границ получены аналитически, решения кото-
рых находятся либо аналитически, либо численно. 
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Abstract 

Purpose.  In this paper we study degenerate bifurcations and merging bifurcations of chaotic attractors in a pulse-width 
modulated control system, the behavior of which is described by a bimodal piecewise linear continuous mapping. It is well 
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known that in piecewise linear maps, classical bifurcations such as period doubling, transcritical and pitchfork,  become 
degenerate, combining the properties of classical smooth bifurcations and border collision bifurcations.  
Methods. First we describe а technique for obtaining of a piecewise linear mapping from a vector field with a 
discontinuous right-hand side using the method construction of the Poincare map. Then are investigated degenerate 
period -doubling bifurcations by methods of the theory of critical lines for non-invertible maps.  
Results. We found that the considered mapping has an unusual property, which is as follows.  At the flip bifurcation 
point for a fixed point, an interval I appears, on the boundaries of which two points of the period doubled cycle lie. 
Moreover, any point of this interval is a periodic point with a period of two.  We have proved that periodic points with a 
period of two lying on the boundaries of this interval coincide with two switching manifolds. As a specific example of a 
real physical system, we consider a power converter system with pulse width modulated control, which is modeled by 
a piecewise linear mapping. Moreover, we experimentally show a fixed point, a 2-cycle and chaotic oscillations.  
Conclusion. Finally we have studied degenerate period-doubling bifurcations and merging bifurcations of cyclic 
chaotic attractors. Such bifurcation is also known as a merging crisis. At the bifurcation point, an unstable fixed point 
with a negative multiplier collides with the boundaries of a chaotic attractor. It is well known, that the boundaries of a 
chaotic attractor are formed by the so-called critical points and their images. At the moment of bifurcation, a 
homoclinic orbit arises. Due to the fact that the considered mapping is piecewise linear, the equations of bifurcation 
boundaries are obtained analytically, the solutions of which are either analytically or numerically. 

 

Keywords: bimodal piecewise-linear continuous map; switching manifolds; degenerate bifurcations; border-collision 
bifurcations; merging bifurcations of chaotic attractors. 
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Введение 

Рассмотрим импульсную систему с 
непрерывной линейной частью и моду-
лятором (M), структурная схема кото-
рой изображена на рис. 1. Модулятор 
осуществляет широтно-импульсную мо-
дуляцию второго рода (ШИМ-2) [1, 2]. 
Здесь q – задающий сигнал; x – выход 

системы; , f  – сигналы на входе и 
выходе модулятора. Непрерывная линей-

ная часть представлена передаточной 

функцией  
0

1
1

W s
T s




, где 0T  – посто-

янная времени объекта управления. 
Поведение такой системы описыва-

ется дифференциальным уравнением с 
разрывной правой частью [2, 3] 

  ,x x f t x  , ,x f  ,  

q x  ,    , 1,f t x f t x  .        (1) 
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Здесь x – производная x по безраз-
мерному времени t ; 0T T , где Т  – 

период модуляции. 
В интервале 1k t k   , 0, 1, 2,k   

выходной сигнал f модулятора [4, 5]: 
1, ;
0, 1.

k

k

k t t
f

t t k
 

    
        (2) 

Введем обозначение k kz t k  , где 

kz  – ширина импульса. В системах с 

ШИМ-2 ширина импульса kz  находится: 

 

 

0, 0;
1 1ln , 0 и 1 1 0;

1
1, 1 1 0.

k

k k k
k

k

q x
qz q x q e x
x

q e x





  


       
    

 

 k t kx x t   

Очевидно, что 0 1kz  . На рис. 2 

показана модуляционная характеристи-
ка, из которой видно, что если qxk   

или 11



 e

qxk , то модулятор насы-

щается. Тогда 0kz   или 1kz   – ширина 

импульса равна нулю или периоду 
внешнего воздействия, соответственно. 

Если же 
1 1 k

q x q
e


   , то 0 1kz  . 

 
Рис. 1. Структурная схема системы 

управления 

Fig. 1. Block diagram of the control system 

Дифференциальные уравнения вида 
(1) сводятся к кусочно-гладким отобра-
жениям (см., например, [4-6]) 

 
 
 
 

, ;
: , ;

, .

F x x c
F x F x F x c x c

F x x c


  
 


 

  

 

  
(4)

 

 

 
Рис. 2. Модуляционная характеристика: 

1 1qc
e


  , c q  

Fig. 2. Modulation characteristic: 
1 1qc

e


  , c q  

Каждая из  F x ,  F x ,  F x  в 

(4) есть гладкая функция в своей обла-

сти определения x c , c x c  , x c  . 

Границы c , c  называются многооб-

разиями переключения («switching man-
ifolds»), в которых первая производная 
F  по x не существует. 

Неподвижные точки (4) отвечают 
периодическим решениям уравнения (1) 
с периодом внешнего воздействия. Как 
отмечено в [4, 5], в зависимости от пара-
метров (4) может быть обратимым и не-
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обратимым. Мы рассматриваем случай, 
когда (4) необратимое (см. также [4-7]). 

При вариации параметров неподвиж-
ная/периодическая точка сталкивается с 
одним из многообразий переключения. 
Это приводит к широкому классу нели-
нейных явлений, получивших название 
бифуркаций граничного столкновения 
(«border collision bifurcations») [8] или 
«C-бифуркаций» [9-11]. 

Бифуркации граничного столкнове-
ния не связаны с нарушением условия 
гиперболичности неподвижных/перио-
дических точек и не имеют аналогов в 
гладких динамических системах [12-18]. 
По этой причине они не поддаются опи-
санию и интерпретации методами клас-
сической нелинейной динамики [19, 20]. 
Более того, в кусочно-линейных отобра-
жениях классические бифуркации, такие 
как удвоения периода, транскритическая, 
вилообразная, становятся вырожденными 
(«degenerate bifurcations»), сочетая свой-
ства гладких бифуркаций и бифуркаций 
граничного столкновения [21, 22]. 

В данной работе исследуются вырож-
денные бифуркации и бифуркации хаоти-
ческих аттракторов, известные еще как 
кризисы [23], которым посвящена часть 
статьи [4]. В отличие от [4] мы вводим 
простую дискретную модель, допускаю-
щую детальный численно-аналитический 
бифуркационный анализ. При этом оказы-
вается, что модель сохраняет главное 
свойство кусочно-линейного отображения, 
которое доказано в [4]. 

Описана методика получения мате-
матической модели системы управления 

в форме кусочно-линейного отображения 
из векторного поля с разрывной правой 
частью. Выполнен анализ вырожденных 
бифуркаций удвоения периода. Выявле-
но, что рассматриваемое отображение 
обладает и другим свойством, которое 
заключается в следующем.  

В точке бифуркации удвоения пе-
риода неподвижной точки появляется 
интервал I , на границах которого лежат 
две точки цикла удвоенного периода. 
Причем, любая точка I  есть периодиче-
ская точка с периодом два. Доказано, 
что точки цикла удвоенного периода, ле-
жащие на границе I , совпадают с двумя 
многообразиями переключения.  

В качестве конкретного примера ре-
альной физической системы, изучение 
которой сводится к кусочно-линейному 
отображению, рассмотрен преобразова-
тель энергии с широтно-импульсным уп-
равлением. Приведены осциллограммы 
колебаний напряжения нагрузки, отве-
чающие неподвижной точке, циклу пе-
риода два и хаотическим режимам.  

Изучены бифуркации слияния цик-
лов хаотических интервалов. Такие би-
фуркации известны еще как кризисы хао-
тических аттракторов («merging crisis»). 
В точке бифуркации неустойчивая непо-
движная точка с отрицательным мульти-
пликатором сталкивается с границами 
хаотических аттракторов. Границы же 
хаотических аттракторов образованы так 
называемыми критическими точками и 
их образами. В момент бифуркации воз-
никает негрубая гомоклиническая орби-
та. В силу того, что отображение являет-
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ся кусочно-линейным, уравнения би-
фуркационных границ получены анали-
тически, решения которых находятся 
либо аналитически, либо численно. 

Материалы и методы 

На рис. 3 (а) изображена функцио-
нальная схема системы, которая сво-
дится к бимодальному кусочно-линей-
ному отображению класса (4) с указан-
ным в предыдущем разделе свойством. 
Здесь S – силовой транзисторный ключ; 

VD – обратный диод; CS – датчик тока 
нагрузки («Load»); DA – компаратор; 
DD – управляющий RS-триггер. На рис. 
3 (б) приведена фотография экспери-
ментальной установки. 

Такие системы широко применяют-
ся на практике, например, в промыш-
ленных электроприводах и электропри-
водах электрического транспорта, си-
стемах энергообеспечения технологиче-
ского оборудования [24, 25]. 

 
          а)       б) 

Рис. 3. (а) Функциональная схема преобразователя постоянного напряжения, (б) Фотография 
экспериментальной установки 

Fig. 3. (a) Circuit diagram of a DC voltage converter. (б) Photo of the experimental setup 

 
Ключ S замыкается периодически с 

периодом внешнего воздействия clockV , а 

размыкается, когда сигнал обратной 

связи CSV  превысит refV . 

Состояние такой системы описыва-
ется дифференциальным уравнением 

0
diL Ri E f
d t

   .                    (5) 

Здесь 0E  – напряжение питания; L , 

R  – индуктивность и сопротивление 

нагрузки; t  – время; функция f имеет 
тот же физический смысл, что и в (1). 

После приведения (5) к безразмер-
ному виду получим уравнение (1), в ко-
тором 
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0

Rix
E

 ; 
tt
T

 ; 
0

refRV
q

E



; RT

L
  , 

где refV  – задающий сигнал; CSV i  – 

выходной сигнал датчика тока CS;   – 

чувствительность CS. 
Динамическая система (1) сводится 

к бимодальному кусочно-линейному 
отображению (4). 

В пределах kk t t   сигнал на вы-

ходе модулятора 1f   и уравнение (1) 

принимает вид 

 1x x  . 

Решение этого уравнения с услови-

ем   kx k x : 

     1 1t k
kx t e x    . 

Отсюда для kt t  имеем: 

     1 1kt k
k kx t e x    . 

В интервале 1kt t k    сигнал 0f   

и уравнение (1) принимает вид 

x x  ,      1 1kt k
k kx t e x    ,   (6) 

решение которого: 

       1 kt k t t
kx t e x e      . 

Для момента времени 1t k   с 
учетом введенного обозначения имеем: 

   1
1 1 kz

k kx e x e 
    .                    (7) 

Здесь kz  находится согласно (3). 

Подставляя kz  в (7), получим: (см. так-

же [4, 5]): 

 :F x F x  

 

   

   

 

1 1, ;

1 , ;
1
, .

F x e x x c
qF x F x e x c x c

q
F x e x x c







     

       
   

 

  

 

 (8) 

где 1 1qc
e


  , c q . 

Отображение (8) бимодальное ку-
сочно-линейное (рис. 4) и имеет тип не-

обратимости 1 3 1Z Z Z   [7, 22]. 

 

 
Рис. 4. Бимодальное кусочно-линейное 

отображение 

Fig. 4. Bimodal piecewise linear map 

Параметры (8):  
0,505   ; 0, 6 0,815q  . 

Результаты и их обсуждение 

Вырожденные бифуркации, как мы 
отмечали вначале, подобны хорошо из-
вестным бифуркациям типа удвоения 
периода, транскритическая, вилообраз-
ная, и связаны с обращением мульти-
пликатора неподвижной/периодической 
точки в 1 . Однако должны еще вы-
полняться некоторые условия, деталь-
ное обсуждение которых приведено в 
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специальной литературе (см., например, 
[22] и цитируемую там литературу). По-
этому мы остановимся лишь на некото-
рых деталях. В частности, если мульти-
пликатор неподвижной/периодической 
точки обращается в –1, то это может при-
вести не только к возникновению устой-

чивого цикла удвоенного периода, но и к 
рождению цикла хаотических интервалов. 

На рис. 5 изображена бифуркаци-
онная диаграмма, иллюстрирующая вы-
рожденные бифуркации удвоения пери-
ода и бифуркации циклов хаотических 
интервалов.  

 

 
Рис. 5. Бифуркационная диаграмма 

Fig. 5. Bifurcation diagram 

Как известно, в кусочно-гладких си-
стемах возможны разные типы периоди-
ческих орбит с одинаковым периодом. 
Для описания периодического колеба-
ния конкретного типа далее будем ис-
пользовать обозначение, принятое в [22] 
(см. также [4, 5]). 

Отображение (8) имеет устойчивую 
неподвижную точку (цикл периода 1) 

0{ }x 
  

 0 1 1
e qx

q e






 
  

в диапазоне 

00 flipq q  , 0
1 0,62361743656

1flipq
e 



. 

При 0flipq q  неподвижная точка пре-

терпевает вырожденную бифуркацию уд-
воения периода, когда мультипликатор  

 
1

e q
q






   

обращается в 1 . 

Утверждение 1. В точке 0flipq  появ-

ляется интервал1  10; I  (рис. 6 (а)), на 

границах которого лежат точки 2-цикла 

 , который возникает из 1-цикла (не-

подвижной точки  ) через вырожден-

ную бифуркацию удвоения периода [22]. 

 
1 Любая точка I за исключением неподвиж-

ной, является периодической с периодом два [22]. 
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Причем обе точки 1x , 2x  цикла 

  совпадают с многообразиями пере-

ключения, т.е. 0 c   , 1 c    соответ-

ственно (см. рис. 5 и 6). 

  
    а)                                                                        б) 

  
    в)                                                    г) 

Рис. 6. Вырожденная бифуркация удвоения периода неподвижной точки   

Fig.6. Degenerate flip bifurcation of a fixed point   

Доказательство. 
Докажем сначала, что 

 F c с                                  (9) 

для любых значений q (см. [4]), а при 

e
q




1
1 : 

 F c с   .                             (10) 

Доказательство равенства (9) при-
ведено в [4]. Поэтому остается доказать 
(10). Для этого найдем левую часть (10): 

 
1

eF c
e




  . 

Правая часть (10) 
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1 1
1 1
q ec

e e



 


  

  . 

Равенство (9) доказано. 
В результате этой бифуркации воз-

никает цикл удвоенного периода 

 1 2,x x  
 ,  

где 
 

2

1 21 1
e qx

q e






 
 ,  

 
2

2 2
1

1 1
e qx e

q e





  

 
  

а неподвижная точка   при переходе 

через бифуркационное значение 0flipq  

параметра q, становится неустойчивой с 

отрицательным мультипликатором. 

Если 
e

q



1

1 , т.е. 0flipq q , то  

1 1
ex c

e



 



 , 2

1
1

x c
e 




  

Утверждение 1 доказано. 
При увеличении параметра q ус-

тойчивый 2-цикл   претерпевает вы-

рожденную бифуркацию удвоения пери-
ода (рис. 7). Бифуркационное значение 
параметра q находится из условия 

 
2

1
1

e q
q

  




  . 

Отсюда 

1 2
1 0,73298496059

1flipq
e  


. 

В результате этого рождается четы-
рехполосный хаотический аттрактор 

[22, 26], а 2-цикл   становится не-

устойчивым (   1   ).  

Из рис. 7 видно, что при 1flipqq  

одна точка 4-цикла лежит на правой 

границе c  

  2
1

1
F c с

e
 

    , 

а другая точка – на левой границе c . 

Более того, при 1flipqq   

3c c   

где  3c F F F q     . 

Здесь 
21

1
e

q


 . 

Отсюда 



2

2

3 1
1

e
eeс




 . 

Убеждаемся, что 3с  равно c  
2

2

1 11
1

q e eс
e e
  

  


 

  . 

На рис. 8 (а) – (в) показаны осцил-
лограммы колебаний напряжения на-
грузки, отвечающие 1-, 2-циклам и хао-
тическому режиму. 

Границы четырехполосного хаоти-
ческого аттрактора образованы крити-

ческой точкой ранга один  c F c q     и 

ее образами  c F c   ,  c F c   ,  3 2c F c  , 

 4 3c F c  ,  5 4c F c  ,  6 5c F c  ,  7 6c F c   

(рис. 5). На рис. 9 (а) показан четырех-
полосный хаотический аттрактор: 

 1 0B F B ,  2 1B F B ,  3 2B F B ,  0 3B F B , 

где [22, 28]. 

 0 7 3,B с c ,  1 4 0,B с c ,  2 1 5,B с c ,  3 2 6,B с c . 
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           а)                                                     б) 

Рис. 7. Бифуркация удвоения периода 2-цикла  . а –  xF . б –  4F x  

Fig. 7. Flip bifurcation for  . a –  xF . б –  4F x  

    
   а)       б) 

 
          в) 

Рис. 8. Экспериментальные диаграммы напряжения нагрузки RiVload  : а – неподвижная точка   

отображения (8), отвечающая периодическим колебаниям loadV  с периодом внешнего 

воздействия; б – цикл   периода 2, который возникает из неподвижной точки через 

бифуркацию удвоения периода; в – хаотические колебания 

Fig. 8. Experimental waveforms of a load voltage RiVload  . a – Fixed point   of the map (8), 

corresponding to periodic oscillations loadV  with a forced periodic action; б – Period two cycle  , 

arising in a flip bifurcation for a fixed point; в – Chaotic oscillations 
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        а)         б) 

 
              в) 

Рис. 9. Четырех-, двух- и однополосный хаотические аттракторы 

Fig. 9. Four-, two- and single-band chaotic attractors 

В точке 2Hq q  неустойчивый 2-цикл 

  с отрицательным мультипликато-
ром (рис. 5) сталкивается с границами 

4c , 6c  и 5c , 7c . 
Бифуркационное значение параметра 

q находилось из условия, когда критиче-

ская точка  4 3c F c   или  6 5c F c   

сливается в точке бифуркации с неустой-
чивым циклом   периода 2. 

Это условие дает квадратное урав-
нение: 

   2 3 2 1 1 0e e q e q e         .(11) 

Положительное решение (11) есть 
бифуркационное значение 2Hq  пара-
метра q, при котором возникает двух-
полосный хаотический аттрактор (см. 
рис. 9 (б), 2 0,7591261579Hq q  ). 
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При дальнейшем увеличении q двух-

полосный хаотический аттрактор пере-
ходит в однополосный (рис. 9 (в)), ко-
гда в точке 1Hq q  полосы хаотического 

аттрактора, определяемые границами 

2c  и 3c  сливаются с неустойчивой не-

подвижной точкой   (   1  ). Би-

фуркационное значение параметра удо-
влетворяет уравнению  

2 2 1 0e q q    .                             (12) 
Учитывая, что значение q может 

быть только положительным, получим 

1 0,77899956274Hq q  . 

Мы ограничились изучением бифур-
каций слияния («merging») циклов хао-
тических интервалов. При больших зна-
чениях q наблюдается каскад бифурка-
ций расширения («expansion»). Исследо-
вание таких переходов является предме-
том другой статьи (см. также [4, 22]). 

Выводы 

В данной статье представлены ре-
зультаты бифуркационного анализа си-
стемы управления с широтно-импульс-
ной модуляцией второго рода с бесконеч-
ным коэффициентом усиления цепи об-
ратной связи, поведение которой описы-
вается кусочно-линейным отображением. 

Статья является продолжением ра-
боты [4]. В отличие от [4] введена дис-
кретная математическая модель, допус-
кающая детальный численно-аналити-
ческий бифуркационный анализ. Такая 
модель сохраняет главное свойство ку-
сочно-линейного отображения, которое 
доказано в [4]. 

Выполнен анализ вырожденных би-
фуркаций удвоения периода. Показано, 
что рассматриваемое отображение об-
ладает и другим свойством, которое за-
ключается в следующем. В точке бифур-
кации удвоения периода неподвижной 
точки появляется интервал I , на грани-
цах которого лежат две точки цикла 
удвоенного периода. Причем, любая точ-
ка I  есть периодическая точка с перио-
дом два. Доказано, что точки цикла 
удвоенного периода, лежащие на гра-
нице I , совпадают с двумя многообра-
зиями переключения. 

В качестве конкретного примера ре-
альной физической системы, изучение 
которой сводится к кусочно-линейному 
отображению с таким свойством, рас-
смотрен преобразователь энергии с ши-
ротно-импульсным управлением. Приве-
дены осциллограммы колебаний напря-
жения нагрузки, отвечающие неподвиж-
ной точке, циклу периода два и хаотиче-
ским режимам. 

Изучены бифуркации слияния цик-
лов хаотических интервалов. Такие би-
фуркации известны еще как кризисы хао-
тических аттракторов («merging crisis»). В 
точке бифуркации неустойчивая непо-
движная точка с отрицательным мульти-
пликатором сталкивается с границами ха-
отических аттракторов. Границы же хао-
тических аттракторов образованы так 
называемыми критическими точками и их 
образами. В момент бифуркации возни-
кает негрубая гомоклиническая орбита. В 
силу того, что отображение является ку-
сочно-линейным, уравнения бифуркаци-
онных границ получены аналитически. 
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