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Резюме 

Цель исследования. Цель данного исследования – построение узлов сетки аппроксимации в измери-
тельно-полиномиальной обработке входных данных вычислительной системы в коэффициентной 
обратной задаче для алгебраического многочлена, в том числе для уравнения прогибов балки при решении 
обратной задачи Коши. 
Методы. Основными научными методами, применяемыми в рамках данного исследования, являются 
методы регуляризации, редукции измерений, линейной лагранжевой аппроксимации, численные методы. 
Поскольку при выводе явных формул в радикалах корней разрешающих уравнений оптимального плана 
узлов сетки аппроксимации по теореме Абеля на степень уравнений накладывается ограничение, в 
данной статье в решении задачи для алгебраического многочлена с предписанным коэффициентом 
второго младшего члена предложено использовать чебышёвский альтернанс экстремальных полиномов. 
Результаты. Результатом исследования является методика оптимизации сетки аппроксимации в 
решении коэффициентной задачи алгебраического многочлена, которая минимизирует влияние погреш-
ности входных данных с равномерной непрерывной нормой абсолютной погрешности на точность 
решения задачи путем минимизации функции Лебега. Также результатом является определение модифи-
кации многочленов Чебышёва первого рода, имеющей на замкнутом интервале [–1, 1] свойства: n–1 нулей, 
n-точечный чебышёвский альтернанс, значение (–1)n-1 в точке с координатой (‒1). Обосновано предло-
жение о приведении чебышёвского альтернанса к оптимальной сетке аппроксимации при решении 
коэффициентной задачи алгебраического многочлена. Приведены примеры чебышёвского альтернанса 
второго – пятого порядка. 
Заключение. В данной статье предложена формализация задачи минимизации влияния погрешности входных 
данных на точность вычисления коэффициентов алгебраического многочлена в измерительно-вычисли-
тельной системе посредством выбора узлов сетки аппроксимации через чебышёвский альтернанс. 

 

Ключевые слова: коэффициентная обратная задача; обработка данных; обратная задача Коши; 
модификация многочлена Чебышёва; консольная балка. 
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Abstract 

Purpose of research. The purpose of this study is to construct approximation grid nodes in the measurement-
polynomial processing of input data of a computer system in the coefficient inverse problem for an algebraic 
polynomial, including for the equation of beam deflections when solving the inverse Cauchy problem. 
Methods. The main scientific methods used in this study are methods of regularization, measurement reduction, linear 
Lagrangian approximation, and numerical methods. Since when deriving explicit formulas in the radicals of the roots of the 
resolving equations for the optimal design of the approximation grid nodes according to Abel’s theorem, a limitation is 
imposed on the degree of the equations, in this article, in solving the problem for an algebraic polynomial with a prescribed 
coefficient of the second lowest term, it is proposed to use the Chebyshev alternance of extremal polynomials. 
Results. The result of the study is a technique for optimizing the approximation grid, minimizing the influence of the 
input data error with a uniform continuous norm of absolute errors on the accuracy of solving the problem by 
minimizing the Lebesgue function. The proposal to apply a modification of Chebyshev polynomials to the optimal 
approximation grid is substantiated. 
Conclusion. This article proposes a formalization of the problem of minimizing the influence of the input data error on 
the accuracy of calculating the coefficients of an algebraic polynomial in a measurement and computing system by 
selecting the nodes of the approximation grid through the Chebyshev alternance. 
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polynomial; cantilever beam. 

Conflict of interest. The authors declare the absence of obvious and potential conflicts of interest related to the 
publication of this article. 

For citation: Loktionov A. P. Measuring-polynomial processing of input data of a computer system. Izvestiya Yugo-
Zapadnogo gosudarstvennogo universiteta = Proceedings of the Southwest State University. 2024; 28(4): 21-39 (In 
Russ.). https://doi.org/10.21869/2223-1560-2024-28-4-21-39. 

Received 02.10.2024   Accepted 30.10.2024   Published 10.12.2024 

*** 

Введение 

Коэффициентная обратная задача для 
алгебраических многочленов относится к 

обратным задачам математической физи-
ки, механики [1; 2; 3; 4; 5]. Ограниченость 
массива измерений определяет дискрет-
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ную форму обратной задачи, в качестве 
параметра регуляризации может быть ис-
пользована характеристика распределения 
узлов сетки аппроксимации [6; 7]. Малая 
погрешность зашумленных входных дан-
ных – значений исследуемого многочлена, 
получаемых экспериментально или расче-
том на ЭВМ, может вызвать большое 
возмущение решения [8; 9]. Здесь эффек-
тивен интервальный анализ и его специ-
фичные методы, которые имеют большую 
ценность в задачах, где неопределённости 
и неоднозначности возникают с самого 
начала, будучи неотъемлемой частью по-
становки задачи [10; 11]. 

При обработке входных данных 
чаще всего ищут наилучшее приближе-
ние в нормах C или L2. Приближение в 
норме L2 сглаживает неточности вход-
ных данных. Эффективность средне-
квадратичного приближения снижается 
при малой величине массива экспери-
ментальных входных данных. Если рас-
пределение погрешности (шумов) отли-
чается от нормального распределения, 
то среднеквадратичное приближение те-
ряет свое вероятностное обоснование 
[9; 12]. Выбор метрики, как правило, 
определяется характером эксперимента. 

В исследованиях показателей каче-
ства обработки входных данных и алго-
ритмов решения обратных задач пред-
лагается использовать функции и кон-
станты Лебега [4; 5; 6; 7; 12; 13; 14]. 

Выбор оптимальных узлов сетки 
аппроксимации впервые исследовал  
С. Н. Бернштейн в 1952 году [15], фор- 
 

мирование отдельных направлений про-
блемы С. Н. Бернштейна является но-
вым этапом в развитии обратных задач. 
Узлами сетки аппроксимации могут быть 
нули многочлена Чебышёва первого 
рода [8; 16]. Исследовалось добавление 
к этим узлам крайних точек заданного 
интервала [8; 17]. Также исследовалась 
связь сетки аппроксимации с чебышёв-
ским альтернансом [18; 19], в том числе 
направление, основанное Е. И. Золота-
ревым [20], по решению коэффициент-
ных обратных задач для алгебраических 
многочленов с частично заданными ко-
эффициентами. Последнее направление 
интенсивно развивается, например, в ра-
ботах [21; 22; 23; 24; 25; 26; 27; 28]. 

Коэффициенты алгебраических мно-
гочленов образуют конечные последова-
тельности, которые могут быть связаны с 
элементами строк матриц Риордана [29]. 
Исследование производящих функций 
матриц Риордана в семействе ортогональ-
ных многочленов в работе [30] расширило 
область применения полиномов Чебышё-
ва и их модификаций [31; 32; 33; 34]. 

Цель данной статьи – разработка 
методики построения сетки аппрокси-
мации через чебышёвский альтернанс 
модификаций экстремальных многочле-
нов Чебышёва в измерительно-полино-
миальной обработке входных данных  
вычислительной системы в коэффици-
ентной обратной задаче для алгебраиче-
ских многочленов с предписанным ко-
эффициентом второго младшего члена, 
в том числе в обратной задаче Коши. 
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Материалы и методы 

Модель с линейной лагранжевой ап-
проксимацией коэффициентной обратной 
задачи для алгебраического многочлена. 

Пусть n – некоторое натуральное 
число. В продолжение работ [28; 34] 
рассмотрим восстановление коэффици-
ентов алгебраического многочлена сте-
пени n  2 

 
0

,0, 0, ,
n

n r
nn n r

r
P a x a x a



  .            (1) 

В частности, рассмотрим обратную 
задачу Коши для поперечного изгиба 
консольной балки постоянного сечения 
с вычислением коэффициентов dr урав-
нения прогибов балки 
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 алгебраического многочлена, сход-
ного с многочленом (1) [28]. 

Входные данные *( ) ( ), , 1, ,iP a x i n   

многочлена (1) на интервале [0, l] зада-
ны на сетке аппроксимации 

1 2 10  n n lx x x x      .        (3) 
В исследуемой задаче вычисляются 

коэффициенты ,n ra  алгебраического мно-

гочлена 
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приближенного к многочлену (1) с за-
данным (предписанным) коэффициен-
том an,n-1  второго младшего члена. 

Математическая модель коэффици-
ентной обратной задачи – уравнения 
(1), (4), сетка аппроксимации (3) и 
уравнения: 
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   , ,α minn r n rX L X  .            (13) 

Значения коэффициентов , ,n r n ra a   

вычисляются приближением с использо-
ванием линейной лагранжевой аппрок-
симации (5) в методе неопределенных 
коэффициентов. Формулы множителей 
Лагранжа ln,r,i получаются решением си-
стемы уравнений (6). 

Входные данные P*(a, xi) характери-
зуем погрешностью (7) с учетом апосте-
риорно-интервального анализа [10; 11].  

В задаче приближения при неболь-
шом массиве входных данных и равно-
мерной непрерывной норме абсолют-
ной погрешности (8) суммарная абсо-
лютная погрешность по всем узлам сет-
ки вычисляется по формуле (9). 
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Для оценки погрешности коэффи-
циентов an,r и эффективности решения 
задачи используем абсолютное число 
обусловленности задачи n,r(X) в нера-
венстве (10). max[an,r(X)]  верхняя гра-
ница абсолютной погрешности реше-
ния. max[Pn(a, xi)]  верхняя граница 
абсолютной погрешности многочлена 
(1) в узлах сетки аппроксимации (3). В 
соответствии с формулами (5), …, (10) 
абсолютное число обусловленности за-
дачи n,r(X) равно значению функции 
Лебега (сетки) (11). 

Для минимизации влияния погреш-
ности входных данных на качество при-
ближения используем специально скон-
струированную редукцией измерений 
структуру сетки (3). Для этого вводим 
целевой параметр  константу Лебега 
второго рода n,r,s 

1 (12). Считая абсо-
лютное число обусловленности задачи 
n,r(X) целевой функцией, решаем зада-
чу минимизации числа обусловленно-
сти, получения целевого параметра (12) 
по условию (13). 

Специально сконструированные уз-
лы сетки (3) получаются решением зада-
чи (13). Задача может быть реализована 
прямым аналитическим методом разыс-
кания частных производных функции 
Лебега (11) по переменным xi на точеч-
ном множестве X с учетом формул 
множителей Лагранжа ln,r,i c последую-
щим получением безусловного экстре-
мума (минимума) и оптимального плана 
узлов сетки аппроксимации. 

 
1 s – первая буква слова second 
 

Формула (12) реализуется диффе-
ренцированием функции (11). С увели-
чением значений n и r теорема Абеля 
накладывает ограничение на степень 
уравнения. Следует исследовать аль-
тернанс модификации полинома Чебы-
шёва первого рода. 

Пусть n – некоторое натуральное 
число. Для конечной последовательно-
сти z0, z1, …, zn рассмотрим производя-
щую функцию  алгебраический мно-
гочлен степени n ≥ 2: 

 
0

,
n

n r
r

rL z u z u


 .                            (14) 

Поставим задачу реализовать свой-
ства многочлена (14) на замкнутом ин-
тервале [–1, 1] (а) наименьшее уклоне-
ние от нуля, наличие n–1 нулей, (б) зна-
чение (–1)n-1 в точке с координатой (‒1), 
(в) функциональная связь с многочле-
ном Чебышёва первого рода, который 
на замкнутом интервале [–1, 1] допус-
кает представление 

   cos arccosnT n z  ,                  (15) 

(г) чебышёвский альтернанс, (д) 
функциональная связь точек альтернан-
са с оптимальным планом координат 
узлов сетки аппроксимации (3). 

Результаты и их обсуждение 

Линейная лагранжева аппроксимация 

Результаты вывода формул множите-
лей Лагранжа ln,r,i при n  (2, 3, 4), r  (2, 
3, 4) в уравнении (9) показаны в табл. 1. 
Видно, что при n  3 в формулы входят 
многочлены пятой и более степени. 
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Таблица 1. Формулы множителей Лагранжа ln,r,i 

Table 1. Formulas of Lagrange multipliers ln,r,i 

n r i 
Множители Лагранжа ln,r,i /  

Lagrange multipliers ln,r,i 
Вспомогательные переменные /  

Auxiliary variables 

2 2 
1  2 2

1 21 x x  

     1 1 2 1 3 3 2

1 2 1 3 3 2( ),
x x x x x x
x x x x x x

     

  
 

     4 4 3 3 3 3 4 4
2 3 4 2 4 3 4 2 4 ,x x x x x x x x        

3 4 6 5 7 ,        

     3 3 2 2 2 2 3 3
4 1 4 3 4 1 4 3 4 ,x x x x x x x x        

       3 3 2 2 2 2 3 3
5 2 4 3 4 2 4 3 4 ,x x x x x x x x        

       4 4 2 2 2 2 4 4
6 2 4 3 4 2 4 3 4 ,x x x x x x x x        

     4 4 2 2 4 4 2 2
7 1 4 3 4 3 4 1 4 ,x x x x x x x x        

     2 2 4 4 2 2 4 4
8 1 4 2 4 2 4 1 4x x x x x x x x        

2  2 2
2 11 x x  

3 

2 

1  3 3
2 3 1x x   

2  3 3
3 1 1x x   

3  3 3
1 2 1x x   

3 

1  2 2
3 2 1x x   

2  2 2
1 3 1x x   

3  2 2
2 1 1x x   

4 

2 

1  2 2
3 4 2 3x x    

2  3 3
4 3 4,2,1 4 5x x l     

3 
   2 2 2 2

1 4 4,2,1 2 4 4,2,2
2 2
3 4

1 x x l x x l
x x

   


 

4 4,2,1 4,2,2 4,2,3l l l    

3 

1  2 2
3 4 6 3x x    

2  2 2
4 3 7 3x x    

3  2 2
4 3 8 3x x    

4 4,3,1 4,3,2 4,3,3l l l    

4 

1  2 2
4 3 5 3x x    

2  2 2
4 3 4 3x x    

3 
   2 2 2 2

1 4 4,4,1 2 4 4,4,2
2 2
4 3

x x l x x l
x x

  


 

4 4,4,1 4,4,2 4,4,3l l l    
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Результаты вывода формул функции 
Лебега при n  (2, 3) представлены в 
табл. 2. С увеличением степени n много-
члена (1) функция Лебега усложняется. 

Числитель функция Лебега при n  5 – 
функция степени более 8. Знаменатель 
функция Лебега при n  5 – функция 
степени более 10. 

Результаты решения задачи (13) для 
безразмерных координат xi,d = xi/l 1 при 
n = 2, 3 получены в виде рациональных 

выражений (x1,d = 0, xn,d = 1), а при n = 4 
в радикалах (табл. 3). Эти результаты 
совпадают с оптимальными сетками ап-
проксимации для алгебраического мно-
гочлена (2) [28]. На стадии исследова-
ния линейной лагранжевой аппрокси-
мации в соответствии с теоремой Абеля 
координаты x5,i,d получены численным 
методом, а формулы в табл. 2 получены 
далее (по теореме 2). 

Таблица 2. Формулы функций Лебега 

Table 2. Lebesgue function formulas 

n r Функции Лебега / Lebesgue function 

2 2  2 2
2 12 x x  

3 

2    
1 3

2 1 3 2 1 3

3 2

2

1 3

1 3 2

2
( )

x x
x x x x x x x x x x

x x
 


 

 

3    
1 3

2 1 3 2 1 2 1 3 3 2

2
( )

x x
x x x x x x x x x x


   

 

 

Таблица 3. Оптимальные координаты узлов сетки аппроксимации 

Table 3. Optimal coordinates of approximation grid nodes 

n 3 4 5 
i 2 `2 3 1 2 3 

Формулы координат  
в радикалах /  
Formulas for coordi-
nates in radicals 

2
3  1 2   2 2 2   1 5

2 10  1 5
2 2   2 5

5  

Численные значения 
координат / Numerical 
values of coordinates 

0,6667 0,4142 0,8284 0,2764 0,6180 0,8944 

 
 
 

_______________________ 
1 d – первая буква слова dimensionless 
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Отклонение координат узлов сетки 

аппроксимации от оптимальных значе-
ний увеличивает безразмерное абсолют-
ное число обусловленности n,r = lrn,r(X) 
(рис. 1). У многочлена (1) при n = 4, r = 2 
отклонение координаты xi до половины 

текущего шага сетки аппроксимации 
вдвое увеличивает погрешность опреде-
ления коэффициента a4,2 и соответствен-
но уменьшает эффективность решения 
исследуемой коэффициентной обратной 
задачи. 

 
Рис. 1. Варианты графиков функций абсолютного числа обусловленности 4,2 

Fig. 1. Variants of graphs of absolute condition number functions 4,2 

В качестве альтернативы дифферен-
цированию функции Лебега далее рас-
смотрим результаты использования экс-
тремальных свойств многочленов с Че-
бышёвским альтернансом, в частности 
модифицирования многочлена Чебы-
шёва первого рода в многочлен на за-
мкнутом интервале [–1, 1] наименее 
уклоняющийся от нуля, имеющий n-1 
нулей и равный (–1)n-1 в точке с коор-
динатой ( ‒ 1). 

Многочлены на отрезке [–1, 1] 
наименее уклоняющиеся от нуля, име-
ющие n-1 нулей и равные (–1)n-1 в точке 
с координатой ( ‒ 1). 

Пусть n – некоторое натуральное 
число. Для конечной последовательно-
сти z0, z1, …, zn рассматриваем произво-

дящую функцию - алгебраический мно-
гочлен (14) степени n ≥ 2, наименее 
уклоняющийся от нуля на замкнутом 
интервале [–1, 1], имеющий n–1 нулей и 
равный (–1)n-1 в точке с координатой (‒ 1), 
допускающий на замкнутом интервале [–
1, 1] представление сложной функцией 

    , cos arccosn nz u n uL           (16) 

от вспомогательной переменной n, ко-
торая связана с аргументом u неодно-
родной линейной функцией 

2 2cos sin
2 2n u
n n
 

   .                (17) 

Очевидно, многочлен (14) – моди-
фикация многочлена Чебышёва (15), 
если в многочлен Чебышёва ввести  
особенность (17) представления слож-
ной функцией Tn [(u)]. Отметим, что 
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многочлен Чебышёва (15) на замкнутом 
интервале [–1, 1] имеет n корней и n +1 
точек чебышёвского альтернанса, в ко-
торых maxTn(zm) = 1. Следующая тео-
рема дает исчерпывающий ответ о фор-
ме и свойствах многочлена Ln(z, u). 

Теорема 1. Имеют место следую-
щие свойства многочлена Ln(z, u): мно-
гочлен Ln(z, u) на замкнутом интервале [–
1, 1] имеет n-1 действительных корней 

   
 

 

, ,

2

2

sin 2 cos 2 1 2
,

cos 2

1, , 1

n k i

n i n
n

i n

u
     





 

 (18) 

на замкнутом интервале [–1, 1] спра-
ведливо равенство maxLn(z, u) = 1, 
максимум достигается в n точках 

 
   , , 2

cos
1 , 1,

c
1

, ,
os 2n m i

i n
n

n
u i





    (19) 

в точках (19) чебышёвского альтернан-
са многочлен Ln(z, u) принимает чере-
дующиеся значения (‒1) n-i; 
старший коэффициент многочлена Ln(z, 

u) равен  1
2

s2 co 2
n

n

n
  . 

Доказательство. 1. Для доказатель-
ства корней (18) достаточно воспользо-
ваться функциями (16) и (17), решить 
уравнение 

2 2cos cco os 0.s arcco
2 2

s 1
n

n
n

u   


 


 
 
 

   

Вычисленные по формуле (18) n  1 
корней расположены на интервале [–1, 
1] по возрастанию их значений, соот-
ветственно, по возрастанию значения i. 
Еще один корень расположен вне ин-
тервала [–1, 1]. Добавление i = 0 в фор-
мулу (18) дает искомый корень 

,
2

, 0 tg
2 2

secn k n n
u  

  , 

расположенный на неограниченном от-
крытом интервале (–, –1). 

2. Справедливость второго утвер-
ждения следует из выражения для точек 
максимума и минимума многочлена (9) 
и из формулы (10) связи многочлена 
(16) с многочленом Чебышёва (15). Для 
доказательства формулы (19) достаточ-
но решить уравнение 

2 2 0
2 2

cos arccos 1cos cosd
n nd

n u
u

 



   

 
  

  . 

На замкнутом интервале [–1, 1] 
Ln(z, u) = cos(n) при n(u) = cos, Сле-
довательно, Ln(z, u)  1 при n  1, что 
доказывает утверждение maxLn(z, u) = 1. 

Отметим, что Ln(z, un,m,n) = 1. Точка 
un,m,n находится на неограниченном от-
крытом интервале (un,m,n-1, +), где зна-
чение многочлена Ln(z, u) монотонно 
возрастает и стремится к + при u  
+ (рис. 3). 

Вычисленные по формуле (19) n 
точек чебышёвского альтернанса рас-
положены на интервале [–1, 1]. Очевид-
но, что еще одна точка, в которой 
maxTn(zm) = 1 должна быть на неогра-
ниченном открытом интервале (–, 
un,k,0). Добавление i = 0 в формулу (19) 
дает искомую точку 

2
, ,0

2
2 2

tg sec
nm nnu  

   . 

Итак, функция (17) переносит аль-
тернансность многочлена Чебышёва Tn() 
многочлену Ln(z, u). 
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Из альтернансности многочлена 

Ln(z, u) следует последовательность 
Ln(z, un,m,n) = 1, Ln(z, un,m,n-1) = –1, Ln(z, 
un,m,n-2) = 1 и т.д., совпадающая с после-
довательностью (‒1) n-i. 

3. Как известно, у многочлена (15) 
старший коэффициент равен 2n-1 [21,  
с. 125]. Многочлен (15) может быть пред-
ставлен в виде: 

   
1

1
, ,2

n

i

n
n n k iT



    . 

Подстановка в последнюю формулу 
функции (17) для узлов un,k,i-1, соответ-
ствующих узлам n,k,i, дает представле-
ние многочлена Ln(z, u) c n линейными 

сомножителями    , , 1

2
cos 2 n k iu un 

    
, 

а именно в виде 

   
1

0
, ,,

n

i
n in n kL z u z u u





  , 

где старший коэффициент zn равен  

 1 2
s2 co 2

n n
n

  . 

 
Рис. 2. Многочлены Ln(z, u) для n(1, …, 5) 

Fig. 2. Polynomials Ln(z, u) for n(1, …, 5) 

Вид многочленов Ln(z, u) и их осо-
бые точки в зависимости от степени n 
представлены на частных примерах: 

n = 2:   2
2

1 1
2 2

u uL u   , 

2, ,0 1 2ku    , 2, ,1 1 2ku   , 

u2,m,0 =‒3, u2,m,1 =‒1, , u2,m,2 = 1; 

n = 3:   3 2
3

27 27 27 11
16 16 16 16

L u u u u    , 

3, ,0
1 2 3 1,488

3ku 
    , 3, ,1

1
3ku   , 

3, ,2
1 2 3 0,8214

3ku  
 , 3, ,0

5
3mu   , 

u3,m,1 = ‒1, 3, ,2
1
3mu  , u3,m,3 = 1; 

n = 4:   4, ,0 2 2 21 2 2ku        

1, 2540,   

  4, ,1 1 0,62 2 2 2 200,2ku       

  4, ,2 2 2 2 2 21 0,2768,ku       

   4, ,3 2 2 2 2 21 0,9108,ku       
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4, ,0 7 4 2 1,343mu      , u4,m,1 = ‒1, 

4, ,2 3 2 2 0,1716mu      , 

4, ,3 5 4 2 0,6569mu     , u4,m,4 = 1; 

n = 5:  5, ,0 1
1 5 5

10ku     

  1,157,4 2 5 5      
 

 

 
 

5, ,1 1

0,7554,

1 5 5
10

4 2 5 5

ku 







 

    
 

 

5, ,2 0,1056
21 5
5ku   , 

 
 

5, ,3 1

0,5443,

1 5 5
10

4 2 5 5

ku 



  

    
 

 

 
 

5, ,4 1

0,9459,

1 5 5
10

4 2 5 5

ku 



  

    
 

 

5, ,0 1, 211
43 5
5mu    , u5,m,1 = ‒1, 

5, ,2 0,4472
5

5mu   , 

5, ,3 0, 23612 5mu    , 

5, ,4 0,7889
41 5
5mu   , u5,m,5 = 1. 

Выражения многочленов Ln(z, u), их 
корней и точек экстремума иррацио-
нальны. С ростом n усложняется полу-
чение соответствующих все более гро-
моздких формул в радикалах, в частно-
сти коэффициентов многочленов Ln(z, 
u) по формулам Виета. 

В контексте теоремы 1 обсудим гео-
метрическую интерпретацию преобра-
зования многочлена Tn(t) в многочлен 
Ln(z, u). Пример, иллюстрирующий та-

кое преобразование, показан на рис. 3. 
Видно, что геометрическая интерпрета-
ция уравнения (10), преобразование ко-
ординат корней и точек экстремума 
многочлена Tn(t) в соответствующие 
координаты многочлена Ln(z, u) основа-
но на введении угла 

 2
arccos cos 2n n

     
. 

На примере многочленов второй сте-
пени показана связь корней (в виде 
кружочков) и точек экстремума в виде 
ромбиков) многочлена T2(), построенных 
способом [8, с. 152, с корнями (18) и точ-
ками экстремума (19) многочлена L2(z, u). 

Далее применим эти результаты к 
решению коэффициентной задачи для 
многочленов (1) и (2). 

Чебышёвская интерполяция  
в коэффициентной обратной задаче 

Подытожим полученные результа-
ты модификации полинома Чебышёва 
первого рода. 

Теорема 2. Если в коэффициентной 
обратной задаче известна степень n ис-
следуемого алгебраического многочле-
на (1) с предписанным коэффициентом 
an,n-1   второго младшего члена, то при 
норме погрешности входных данных (8) 
для минимизации влияния погрешности 
входных данных на точность вычисле-
ния коэффициентов многочлена сетка 
аппроксимации допускает представле-
ние (3), в котором координаты узлов 
удовлетворяют равенствам 

,

1
1 , 1:

1

cos

cosn ix n
i
n l i
n

 








   
 
 

.   (20) 
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Рис. 3. Геометрическая интерпретация построения корней и точек экстремума многочлена L2(z,u) 

Fig. 3. Geometric interpretation of the construction of roots and extremum points of a polynomial L2(z,u) 

Теорема 2 доказывается по индук-
ции с учетом формулы приведения ко-
ординаты u на интервале [−1, 1] к коор-
динате x на интервале [0, l] 

 1 , 1,1
2

ux l u   , 

а именно к координатам un,m,i и xn,i по 
формуле 

, ,
,

1
, 1:

2
n m i

n i

u
x l i n


  . 

Координаты узлов оптимальных се-
ток аппроксимации (3) с точечным 
множеством (20) при n, равном трем, 
четырем и пяти, представлены в табл. 3 
всеми явными формулами в радикалах 
и численными значениями. Совпадение 
этих результатов с результатами, полу-
ченными по критерию (12), доказывает 
теоремы 1 и 2. Нет сомнений в том, что 
функция (20) применима и при n > 5. 

Теорема 2 дает альтернансную ха-
рактеризацию решения коэффициент-
ной задачи для многочлена (1). По-
скольку многочлены (1) и (2) отличают-
ся только коэффициентами по соотно-
шению dk = an-kk!, то сетка аппроксима-
ции (3) с точечным множеством (20) 
также эффективна для многочлена (2) 
применительно к обратной задаче Коши 
для поперечного изгиба балки в стоеч-
но-балочной конструкции, когда воз-
можна передача изгибающего момента 
от балки на стойку, задан (предписан) 
коэффициент d1. В этой задаче внешняя 
нагрузка имеет вид: единичная нагрузка 
изгибающим моментом на свободном 
конце балки (при n = 2); изгибающий 
момент и сосредоточенная нагрузка на 
свободном конце балки (при n = 3); из-
гибающий момент и сосредоточенная 
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нагрузка на свободном конце балки, по-
стоянная распределенная нагрузка (при 
n = 4); изгибающий момент и сосредо-
точенная нагрузка на свободном конце 
балки, постоянная и линейно изменяю-
щаяся возрастающая распределенная на-
грузка (при n = 4) –это более сложное 
сочетание нагрузок,чем в исследовани-
ях [31; 32; 33; 34]. 

Выводы 

Данное исследование посвящено во-
просам измерительно-полиномиальной 
обработки входных данных вычислитель-
ной системы в коэффициентной обратной 
задаче для алгебраических многочленов с 
предписанным коэффициентом второго 
младшего члена, в том числе в обратной 
задаче Коши. 

Ввиду труднопреодолимого услож-
нения вывода формул оптимального пла-
на координат узлов сетки аппроксимации 
лагранжевой аппроксимацией исследуе-
мого многочлена с увеличением степени 
многочлена предложена модель, вклю-
чающая модификацию многочленов 
Чебышёва первого рода. 

Решение поставленной задачи воз-
можно на основе выявленной функцио-
нальной связи оптимального плана коор-
динат узлов сетки аппроксимации с че-
бышёвским альтернансом предложенной 
модификации многочленов Чебышёва. 

Эффективность предложенной мо-
дификации многочленов Чебышёва под-
тверждена совпадением решений одних и 
тех же задач, полученных с лагранжевой 
аппроксимацией и с модификацией мно-
гочленов Чебышёва. 
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