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Резюме 

Цель исследования. Предложенный в данной работе метод нацелен на повышение быстродействия и 
точности вычислительного процесса обучения нечетко-логической системы. В качестве предмета 
исследования использовались разработанные параметризированные функции принадлежности. Показате-
лем эффективности выступало влияние изменения меток входных функций принадлежности, созданных 
традиционным методом и с помощью параметризированных функций принадлежности, на выходную 
характеристику. 
Методы. Разработан и реализован метод построения параметрических функций принадлежности и 
использующиеся в процессе фаззификации нечетко-логического вывода. Помимо фаззификации, в системе 
реализованы процесс композиции нечетких правил и дефаззификация. В процессе фаззификации 
использовались треугольные функции принадлежности. В качестве композиционного правила исполь-
зовались 6 активированных степеней принадлежности, объединенных на основе композиционного правила 
Заде в 5 заключений нечетко-логического вывода. На этапе дефаззификации использовался упрощенный 
метод центра тяжести. Объектом исследования выступал нечетко-логический вывод, использующий тра-
диционные и параметризированные функции принадлежности, синтезируемые на этапе фаззификации. 
Результаты. Получена математическая модель нечеткого вывода с реализованными параметризи-
рованными функциями принадлежности на этапе фаззификации. На основе эксперимента сделан вывод, 
что предложенная модель имеет более гладкую результирующую поверхность при изменении одного 
параметра входной функции принадлежности. При этом обеспечивается условие разбиения единицы. 
Заключение. Разработана нечетко-логическая MISO-система на основе алгоритма Мамдани, исполь-
зующая параметризированные функции принадлежности на этапе фаззификации, которая реализована в 
среде моделирования Simulink. Построены кривые значений результатов расчета нечет-кого логического 
вывода для трех наборов функций принадлежности входных переменных. Проведено сравнение с 
традиционными методами формирования. Отмечены преимущества и недостатки описанных методов. 
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Abstract 

Purpose of research. The method proposed in this work is aimed at increasing the speed and accuracy of the computa-
tional process of training a fuzzy logic system. The developed parameterized membership functions were used as the sub-
ject of the study. The effectiveness indicator was the impact of changing the labels of input membership functions, created 
by the traditional method and using parameterized membership functions, on the output characteristic. 
Methods. A method has been developed and implemented for constructing parametric membership functions that 
are used in the process of fuzzy logic inference fuzzification. In addition to fuzzification, the system implements fuzzy 
inference and defuzzification. Triangular membership functions were used in the fuzzification process. As a composi-
tional rule, 6 activated degrees of membership were used, combined on the basis of Zadeh’s compositional rule into 
5 conclusions of fuzzy logical inference. At the defuzzification stage, a simplified center of gravity method was used. 
The object of the study was fuzzy logical inference using traditional and parameterized membership functions synthe-
sized at the fuzzification stage. 
Results. A mathematical model of fuzzy inference with implemented parameterized membership functions at the 
fuzzification stage is obtained. Based on the experiment, it was concluded that the proposed model has a smoother 
resulting surface when one parameter of the input membership function changes. In this case, the condition for the 
division of unity is ensured. 
Conclusion. A mathematical model of fuzzy inference with implemented parameterized membership functions at the 
fuzzification stage is obtained. Based on the experiment, it was concluded that the proposed model has a smoother 
resulting surface when one parameter of the input membership function changes. In this case, the condition for the 
division of unity is ensured. 
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Введение 

Механизмы нечетких рассуждений 
используются, когда невозможно при-
нять решение в рамках классической ло-
гики. Они обеспечивают наиболее эф-
фективное решение сложных задач, легко 
модифицируются и позволяют решать 
проблемы, связанные с инженерной не-
определенностью.  

В работах [1-6] приводятся некото-
рые примеры параметризации функций 
принадлежности, используемые при по-
строении нейро-нечетких систем для ре-
шения задач управления сложными объ-
ектами. Как показано в результатах экс-
периментов, модель центра тяжести [7] 
при использовании мягких арифметиче-
ских операций в нечетком выводе поз-
воляет получить более гладкую поверх-
ность отклика результирующей пере-
менной, а также обладает свойством не-
прерывности. 

В исследованиях [8-12] представле-
ны полученные адаптированные функ-
ции принадлежности из их канониче-
ского выражения для различных требо-
ваний к диагностируемым объектам. При 
этом требования выражены рядом вы-
пуклых, вогнутых, логистических функ-
ций отображения равномерных универ-
сальных шкал на деформированные уни-
версальные шкалы. Полученные выраже-
ния адаптированных функций принад-
лежности удобны для инженерной прак-
тики, так как содержат параметры, ко- 
 

торые можно задать и оценить их влия-
ние на количество вычислительных опе-
раций в процессе фаззификации [13-14]. 

В трудах [15-19] проведен анализ 
известных методов и моделей представ-
ления нечетких чисел в базах данных 
информационных систем. Рассмотрены 
и проанализированы известные методы 
построения функций принадлежности. 
Предлагается использовать данные из 
внешних источников для определения 
ядра нечеткого множества, где в каче-
стве носителей используются теорети-
ческие знания об объекте. Предлагает-
ся, что связь между ядром и носителями 
нечеткого множества определяет вид 
функции принадлежности. Значения па-
раметров изменяются в зависимости от 
необходимости учета реального набора 
данных или требования упростить авто-
матизированную процедуру. Предложено 
хранить нечеткие числа с типовыми функ-
циями принадлежности в виде строки, 
содержащей значения для точек перело-
ма, а нечеткие числа с произвольной 
функцией принадлежности – в виде стро-
ки, содержащей коэффициенты функции 
аппроксимации. Предложенный метод мо-
жет быть применен в системах поддерж-
ки принятия решений и системах автома-
тического управления технологическими 
процессами. 

В данной статье предложен метод ин-
теллектуализации этапа фаззификации, 
отличительной чертой которого является 
использование меньшего количества ме-
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ток функций принадлежности и обеспече-
ние условия разбиения единицы, вслед-
ствие чего увеличивается быстродействие 
системы.  

Материалы и методы 

Разработанная нечетко-логическая 
система (рис. 1) предназначена для рабо-
ты с обучающимися системами, исполь-
зующими компьютерное зрение, напри-
мер, для использования в задачах опре-
деления трафика как автомобилей, так и 
пешеходов на регулируемом пешеход-
ном переходе [20]. 

Модель, рассмотренная в данной ста-
тье, реализована с помощью нечеткой 
MISO-системы, состоящей из следующих 
блоков: «SignalGenerator», «MF Labels», 
«MF1», «MF2», «MF3», «Compos» и «Def- 
 

uzz». Назначение каждого блока описано 
ниже. Работа данной системы заключа-
ется в последовательности далее опи-
санных шагов. 

На первом шаге работы системы про-
исходит формирование функций принад-
лежности. Входные переменные нечет-
кой MISO-системы задаются треуголь-
ными функциями принадлежности. Для 
их построения на вход системы необхо-
димо подать сигнал с любой внешней си-
стемы, например системы компьютерно-
го зрения, а также задать метки вершин 
функций принадлежности. 

Моделирование входящего сигнала 
для предложенной системы выполняет-
ся в блоке «SignalGenerator» и показано 
на рис. 2.  

 
Рис. 1. Разработанная нечетко-логическая система 

Fig. 1. Developed fuzzy logic system 

 
В стандартном варианте построения 

треугольных функций [21] принадлежно-
сти требуется указывать по 3 метки вер-

шин треугольника для каждой функции, 
и рассчитывается по формуле: 
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μ(x,a,b,c)=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x-a
b-a

, если a<x≤b;
c-x
c-b

, если b<x<c;

0, иначе,

                 (1) 

где x – входящий сигнал; a,b,c – метки 
треугольной функции, которые подби-

раются в зависимости от требуемого 
вида функции принадлежности и диапа-
зона значений входных переменных си-
стемы управления. 

Для построения 3 функций принад-
лежности использовались 9 меток, све-
денных в табл. 1. 

 
 

 
Рис. 2. Блок «SignalGenerator» в Simulink 

Fig. 2. «SignalGenerator» block in Simulink 

 
В процессе обучения нечетко-логи-

ческой системы используется два спосо-
ба. Первый – структурная адаптация, вто-
рой – параметрическая адаптация. К 
структурной адаптации относятся методы: 
добавления количества функций принад-
лежности, добавления количества нечет-
ких правил или изменения метода дефаз-
зификации результирующей перемен-
ной. Для параметрической оптимизации 
используются следующие функции: из-
менение меток функции принадлежно-
сти, добавление весовых коэффициен-
тов к нечетким правилам. В данной ста-
тье, для улучшения вычислительного 
процесса обучения нечетко-логической 

системы, достаточно изменить положе-
ние меток функции принадлежности, 
причем у параметризированных функций 
принадлежности при изменении одной 
переменной меняются смежные функции 
принадлежности и при этом соблюдается 
условие разбиения единицы. 

В предложенном методе интеллекту-
ализации требуется указать только зна-
чения меток, обозначающих вершины 
функций принадлежности. Таким обра-
зом, используются только пять меток, ко-
торые ограничены логическими пере-
менными w1-w4 (рис.4). Значения меток 
и границ вершин сведены в табл. 1. 
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Рис. 3. Треугольные функции принадлежности, построенные стандартным методом 

Fig. 3. Triangular membership functions constructed using the standard method 

 

Таблица 1. Метки входных функций принадлежности метода интеллектуализации фаззификации 

Table 1. Labels of input membership functions of the fuzzification intellectualization method 

 ФП / FP  Значения меток / Label Values 

Тр
ад

иц
ио

нн
ы

й 
ме

то
д {A1}={a1;a2;a3} 0 15 30 

{B1}={b1;b2;b3} 15 30 45 

{C1}={c1;c2;c3} 30 45 60 

М
ет

од
 п

ар
ам

ет
ри

за
ци

и 

{A2;B2;C2}={a;b;c;d;e} 0 15 30 45 60 

Логическая переменная 
{w1;w2;w3;w4} 

[0;15] [15;30] [30;45] [45;60] 
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Рис. 4. Треугольные функции принадлежности, построенные методом интеллектуализации  

Fig. 4. Triangular membership functions constructed by parameterization method 

Для удобства расчета представим 
значения w1-w4 в виде булевой перемен-
ной. Следовательно, они будут иметь 
значение либо 0, либо 1. Расчет логиче-
ских переменных w1-w4 производится 
по формулам: 

w1= ൜1, если x∈[a;b];
0, иначе,                             (2) 

w2= ൜1, если x∈[b;c];
0, иначе,                             (3) 

w3= ൜1, если x∈[c;d];
0, иначе,                             (4) 

w4= ൜1, если x∈[d;e];
0, иначе,                              (5) 

где x – входящий сигнал; переменные 
a,b,c,d,e – метки входных функций при-
надлежности. 

Далее выведем и составим общую 
формулу расчета функций принадлежно-
сти методом интеллектуализации для трех 
треугольных функций принадлежности: 

w1=(x,a,b,c,d,e)ߤ
x-a
b-a

+w2
c-x
c-b

+w2
x-b
c-b

+ 

+w3
d-x
d-c

+w3
x-c
d-c

+w4
e-x
e-d

.                       (6) 

Преимуществом такого метода яв-
ляется автоматическое соблюдение ус-
ловия разбиения единицы. Достаточно 
изменить одну метку, и функция сама 
рассчитает положение треугольных функ-
ций. Также, с помощью формулы (6), 
необходимо будет выполнить только 1 
расчет, чтобы получить полную функцию 
принадлежности. В то время как с помо-
щью формулы (1) придётся выполнять 
вычисления для каждой из трех функций 
принадлежности по отдельности. 

Реализация этапа задания меток 
вершин функций принадлежности про-
исходит в блоке «MF Labels» и показана 
на рис. 5. Расчет треугольных функций 
принадлежности в Simulink происходит в 
блоках «MF1», «MF2», «MF3». На рис. 6 
показан блок «MF1». Вычисления в бло-
ках «MF2» и «MF3» проводятся анало-
гично, заменяются только входящие пе-
ременные. 
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Рис. 5. Блок «MF Labels» в Simulink 

Fig. 5. «MF Labels» block in Simulink 

На следующем шаге системы произ-
водится формирование нечётких правил. 
Нечеткие правила задаются в виде: 

If μ(A) and μ(B) and μ(C), Then Mn, (7) 

где μ(A) – значение первой функции 
принадлежности; μ(B) – значение вто-
рой функции принадлежности; μ(C) – 
значение третьей функции принадлеж-
ности; Mn – результирующее значение. 

Формируется база правил данной 
модели. Модель насчитывает пять пра-
вил, отображенных в табл. 2. 

Формирование нечетких правил ре-
ализовано методом жестких минимумов 
и вычисляется в блоке «Compos», кото-
рый показан на рис. 7. 

 

 
Рис. 6. Блок «MF1» в Simulink 

Fig. 6. «MF1» block in Simulink 
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Таблица 2. База правил нечетко-логической 
модели 

Table 2. Fuzzy logic model rule base 

1 M1=A 
2 M2=(min(A,B)) 
3 M3=B 
4 M4=(min(B,C)) 
5 M5=C 

 

 

 
Рис. 7. Блок «Compos» в Simulink 

Fig. 7. «Compos» block in Simulink 

Завершающий этап работы рас-
сматриваемой системы заключается в 
вычислении точных значений или де-
фаззификации, что обеспечивает полу-
чение четкой формы представления вы-
ходного значения нечеткой системы. 
Вычисления этапа дефаззификации в 
Simulink реализованы в блоке «Defuzz» 
и отображены на рис. 8. 

 

 
Рис. 8. Блок «Defuzz» в Simulink 

Fig. 8. «Defuzz» block in Simulink 

В рассматриваемой нечетко-логи-
ческой используется упрощенный ме-
тод центра тяжести, в котором выход-
ные переменные задаются синглтонной 
функцией принадлежности  
{Y}=൛y1;y2;y3;y4;y5ൟ={20;40;60;80;100}  
(рис. 10), вычисляемой по формуле 

µ=
∑ MiYi

n
i=1

∑ Mi
n
i=1

,                                      (8) 

где ∑ MiYi
n
i=1  – сумма произведения ре-

зультирующих значений нечетких пра-
вил и выходных функций; ∑ Mi

n
i=1  – сум-

ма результирующих значений нечетких 
правил. 

Результаты и их обсуждение   

Для проведения вычислительного 
эксперимента сформируем три случая с 
разными значениями меток вершин функ-
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ций принадлежности. Данные для меток 
принадлежности сведены в табл. 3. 

Вычислительный эксперимент про-
водился на оборудовании со следую-
щими параметрами: процессор Intel 
Core i7-12700K 3.60 GHz; оперативная 
память 32,0 ГБ, операционная система 

64-разрядная операционная система Win-
dows 11 Pro. В ходе эксперимента вы-
полнялись 20 итераций, следовательно 
сигнал X∈[0;60]. 

Результат формирования функций 
принадлежности отображен на рис. 9 для 
всех 3 случаев.  

Таблица 3. Метки входных функций принадлежности 

Table 3. Labels of input membership functions 

Функции принадлежности / Accessory functions 
 1 случай 2 случай 3 случай 
A 0 0 0 
B 15 25 5 
C 30 30 30 
D 45 35 55 
E 60 60 60 

 

 
а) 

  
                                      б)                                                                        в) 

Рис. 9. Функции принадлежности: а – первый случай; б – второй случай; в – третий случай 

Fig. 9. Membership functions: a – first case; б – second case; в – third case 
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Рис. 10. Выходные функции принадлежности 

Fig. 10. Output membership functions 

Выходные функции принадлежно-
сти неизменны и показаны на рис. 10 и 
имеют значения: y1[20], y2[40], y3[60], 
y4[80], y5[100]. 

При анализе результата с метками 
входных функций принадлежности стоит 
отметить, несмотря на то, что задаются 
лишь вершины треугольных функций, 
нижние границы треугольников коррект-

но реагируют на изменения вершин тре-
угольников, соблюдая условие разбие-
ния единицы. 

Для сравнения результатов построе-
ны треугольные функции принадлежно-
сти традиционным способом, опираясь на 
2 и 3 случаи, показанные на рис. 9. Ре-
зультат традиционных расчетов показан 
на рис. 11. 

 
    а)                                                                  б) 

Рис. 11. Функции принадлежности, построенные стандартным методом: а – второй случай,  
б – третий случай 

Fig. 11. Membership functions constructed using the standard method: а – second case;  
б – third case 
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При изменении вершин треуголь-
ников A1 и A3 (см. рис. 11), остальные 
метки принадлежности остаются без 
изменения. При пересечении прямой 
образуются точки: a1=0.8 и a2=0.72 
(рис.11, а) и a1=0.4 и a2=0.33 (рис.11, б). 
Сумма значений ∑ ai =a1+a2=1.52≠1 для 
второго случая (рис.11, а) и ∑ ai =a1+a2 =   
=0.73≠1 для третьего случая (рис.11, б), 
что нарушает условие разбиения еди-
ницы. Вследствие чего это может ска-
заться на точности результирующей пе-
ременной. Также стоит отметить, что 
для расчета входных функций принад-
лежности понадобилось провести три 

вычисления, для каждой из треуголь-
ных функций. В то время как функции, 
показанные на рис. 9, были рассчитаны 
одним вычислением. 

Следующие два шага не отличаются 
для каждой из систем. Композиционное 
правило Заде и дефаззификация выполня-
ется в точности как было описано ранее. 

В результате дефаззификации рас-
считывается единое четкое значение по 
заданным переменным. Все получаемые 
значения в зависимости от входящего 
сигнала отображаются в виде графиков 
чувствительности системы, показанных 
на рис. 12. 

 

 
Рис. 12. Результаты работы нечетко-логической системы: первый случай 

Fig. 12. Results of the fuzzy logic system: first case 

 
Рассмотрим результаты работы не-

четко-логической системы при стандарт-
ном методе фаззификации (рис. 13), дан-
ные для которой задавались на рис. 11. 
Для сравнения, на рисунках (рис. 13, а) 
и (рис. 13, б) изображена работа систе-
мы с функциями принадлежности, по-
строенными методом параметризации 

(отмечены цифрой 1) и традиционным 
методом (отмечены цифрой 2). 

Анализируя результирующие данные, 
выделяется главный недостаток представ-
ленного метода параметризации функций 
принадлежности, а именно нечувстви-
тельность системы на границах значений 
сигнала. 
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   а)                                                                         б) 

Рис. 13. Сравнение результатов работы нечетко-логической системы с методом 
параметризации и стандартном методе фаззификации: а – второй случай,  
б – третий случай 

Fig. 13. Comparison of the results of a fuzzy logic system with the parameterization method and the 
standard fuzzification method: a – second case, б – third case 

Однако рассмотренный метод име-
ет ряд преимуществ. Во-первых, чув-
ствительная зона сигнала имеет более 
ровную и гладкую поверхность, что го-
ворит о точности вычисляемых данных. 
Также гладкость обеспечивается соблю-
дением условия разбиения единицы. При 
сравнении с результатами работы систе-
мы (см. рис. 13), использующей стан-
дартный метод формирования функций 
принадлежности, видно, что при работе с 
традиционным методом, результирую-
щая кривая имеет ломаные линии, в то 
время как в предложенном методе кривая 
гладкая. Во-вторых, использование мень-
шего числа переменных при формирова-
нии функций принадлежности, что поз-
воляет работать в условиях ограничен-
ных данных. Также отпадает необходи-
мость в регуляции всех трех меток вер-
шин, в случае использования треуголь-
ных функций принадлежности, что оп-
тимизирует работу системы. 

 

Выводы 
Разработана нечеткая логическая 

MISO-система на основе нечеткого вы-
вода Мамдани с использованием метода 
параметризации на этапе фаззификации 
при формировании функций принад-
лежности. Система реализована в среде 
моделирования Simulink. Описаны раз-
личия между стандартным вариантом 
построения функций и методом интел-
лектуализации. Построены графики ре-
зультатов дефаззификации для 3 вариан-
тов представления функций принадлеж-
ности ранее описанным методом. Прове-
дено сравнение с традиционным методом 
формирования. Выделены преимущества 
и недостатки описанного метода. 

В итоге, результаты экспериментов 
показывают, что при использовании пред-
ложенного метода система работает более 
точно. Также увеличивается скорость ее 
работы из-за оптимизации настройки на 
этапе формирования функций принад-
лежности. 
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