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Резюме 

Цель. Повышение эффективности траекторного движения трехколесных роботов за счет разработки 
алгоритмов системы управления и подбора параметров на основании математического моделирования 
движения робота вдоль путевых точек, характеризующих требуемую траекторию движения. Разработка 
методов планирования траекторий трехколесного мобильного робота на основе алгоритма Pure Pursuit. 
Разработка математической модели устройства, позволяющей получить численное решение для управ-
ляемого движения робота по путевым точкам. Анализ результатов моделирования, с целью установления 
применимости предлагаемых решений для задач управления двухсекционным колесным роботом для 
ландшафтных работ. 
Методы. В качестве основы при разработке системы управления траекторным движением робота исполь-
зуется алгоритм Pure Pursuit, позволяющий формировать траектории движения робота по путевым точкам с 
заданными параметрами движения. При разработке математической модели использовались методы 
теоретической механики, механики роботов, численного интегрирования, теории управления, электротех-
ники и электромеханики. При создании программных продуктов использованы математические пакеты 
Matlab/Simulink.  
Результаты. В результате проведенного исследования были обнаружены и подтверждены основные законо-
мерности влияния параметра Lookahead Distance алгоритма траекторного движения Pure Pursuit на характер 
движения управляемого робота. Показано, что выбор величины данного параметра должен обосновываться 
задачами управления и условиями работы робота. Разработанная математическая модель позволила 
получить временные диаграммы для параметров движения робота, установить точность предлагаемых 
алгоритмов. 
Заключение. В работе установлено, что предложенный в работе алгоритм Pure Pursuit может быть 
использован для осуществления траекторного управления колесных мобильных роботов. Метод не 
требует высокой производительности вычислительной системы и обеспечивает удовлетворительные 
качественные и количественные характеристики управления движением. 
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Abstract 

Purpose of reseach. Improving the efficiency of the trajectory movement of three-wheeled robots by developing 
control system algorithms and selecting parameters based on mathematical modeling of robot movement along 
waypoints that characterize the required trajectory. Development of methods for planning the trajectories of a three-
wheeled mobile robot based on the Pure Pursuit algorithm. Development of a mathematical model of the device that 
allows to obtain a numerical solution for the controlled movement of the robot along the waypoints. Analysis of the 
simulation results in order to establish the applicability of the proposed solutions for the tasks of controlling a two-
section wheeled robot for landscape work. 
Methods. he Pure Pursuit algorithm is used as a basis for the development of a control system for the trajectory 
movement of the robot, which allows forming the trajectories of the robot along waypoints with specified motion 
parameters. Methods of theoretical mechanics, robot mechanics, numerical integration, control theory, electrical 
engineering and electromechanics were used in the development of the mathematical model. When creating software 
products, Matlab/Simulink mathematical packages were used. 
Results. As a result of the conducted research, the main regularities of the influence of the Lookahead Distance 
parameter of the Pure Pursuit trajectory algorithm on the nature of the controlled robot movement were discovered 
and confirmed. It is shown that the choice of the value of this parameter should be justified by the control tasks and 
working conditions of the robot. The developed mathematical model made it possible to obtain time diagrams for the 
parameters of the robot's movement, to establish the accuracy of the proposed algorithms. 
Conclusion. It is established in the work that the Pure Pursuit algorithm proposed in the work can be used to 
implement trajectory control of wheeled mobile robots. The method does not require high performance of the 
computing system and provides satisfactory qualitative and quantitative characteristics of motion control. 
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Введение 

В развитых и развивающихся стра-
нах мира, на фоне четвертого демогра-
фического перехода, всё острее наблю-
дается нехватка человеческих ресурсов. 
Постоянный дефицит кадров во всех 
сферах экономики вынуждает правитель-
ства и частный бизнес пытаться автома-
тизировать различные процессы: склад-
ские работы, транспортировка грузов, 
беспилотные технологии в такси. Данные 
виды деятельности, применимо к авто-
номным роботам или транспортным 
платформам, сопряжены с постоянным 
взаимодействием с людьми (обнаруже-
ние, объезд, коллаборация), что делает 
невозможным применение существую-
щих алгоритмов управления данными 
устройствами: столкновение с препят-
ствиями для их обнаружения, стохасти-
ческое движение в рабочей зоне, отсут-
ствие распознавания объектов и картиро-
вания окружающего пространства. Это 
приводит к необходимости разработки но-
вых алгоритмов, устраняющих недостатки 
описанных выше систем и расширяющих 
их функционал. 

Трехколесные мобильные роботы с 
двумя независимыми приводами широ-
ко используются в качестве транспорт-
ной платформы в самых различных об-
ластях: погрузчики, газонокосилки, пы-

лесосы, тягачи и др. [1-7]. В частности, 
в работах [2, 5, 7] предложены кон-
структивные схемы роботизированных 
тягачей для буксировки воздушных су-
дов, в статье [4] рассматривается много-
целевая колесная платформа, работа [6] 
посвящена описанию системы управле-
ния движением автороботов. 

Задачи математического моделиро-
вания кинематики мобильных колесных 
роботов ранее рассмотрены в работах 
[7, 8], моделирование динамики движе-
ния колесных роботов приведено в ра-
ботах [9-12]. Так, в статье [8] приведена 
расчетная схема трехколесного робота-
тягача и математическая модель его 
движения. В статье [9] описана матема-
тическая модель движения двухсекци-
онного колесного робота, учитывающая 
неголономные связи, трение колес о по-
верхность, а также относительное дви-
жение секций. В работах [10-12] рас-
смотрены динамические модели мобиль-
ных роботов с дифференциальными при-
водами колес. 

Особый интерес представляют зада-
чи моделирования и реализации управля-
емого движения колесных роботов по за-
данным траекториям [8, 13-16].  

Так, в работе [13] рассмотрен алго-
ритм управления движением мобильной 
роботизированной платформы.  
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Целью данной работы является повы-

шение эффективности траекторного дви-
жения трехколесных роботов за счет раз-
работки алгоритмов системы управления и 
подбора параметров на основании матема-
тического моделирования движения робо-
та вдоль путевых точек, характеризующих 
требуемую траекторию движения. 

Материалы и методы 

Существует несколько методов уп-
равления движением колесных транспорт-
ных средств по заданной траектории [17]. 

В данной работе для реализации тра-
екторного управления мобильным робо-
том предложен Pure Pursuit-метод, из-
вестный так же, как «чистое преследо-
вание» [17-20].  

В работе системы управления трех-
колесным роботом ключевым является 
блок формирования угловых скоростей 
ведущих колес, необходимых для дви-
жения робота по заданным точкам на 
плоскости [10]. Имея систему локально-
го позиционирования и информацию об 
угловой скорости колес, можно полу-
чить требуемые и текущие координаты 
робота, а также угол его ориентации от-
носительно оси X глобальной системы 
координат. На рис. 1 представлена схе-
ма движения трехколесного мобильного 
робота по участку работы. На пути 
движения робота имеются статические 
препятствия. 

 
Рис. 1. Схема движения робота по участку: 1 – трехколесный робот; 2 – путевые точки;  

3 – планируемая траектория движения робота; 4 – препятствия 

Fig. 1. Scheme of the robot's movement along the section: 1 – a three-wheeled robot; 2 – waypoints;  
3 – the planned trajectory of the robot; 4 – obstacles 
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В качестве одной из траекторий дви-

жения рассмотрим движение от перифе-
рии к центру по прямоугольной спира-
ли. При появлении препятствий алго-
ритм системы управления позволяет 
роботу изменить траекторию своего 
движения, объехать препятствие, а за-
тем вернуться на траекторию. Данная 
траектория изначально записывается в 
память устройства, а при выборе в 
начале работы дополнительно масшта-
бируется под размеры участка на осно-
вании данных системы УЗ-маяков.  

Алгоритм масштабирования: раз-
меры участка определяются по данным 
измерений расстояния УЗ-маяков, после 
чего он виртуально разбивается на оп-

ределенное число квадратов, размеры 
которых зависят от задач работы. 

После создания сетки на ней созда-
ется массив путевых точек, через кото-
рые строится планируемая траектория 
движения (строятся прямые между точ-
ками). На основе данной траектории ал-
горитм Pure Pursuit формирует требуе-
мые для движения по ней значения угло-
вых скоростей ведущих колес. В конце 
работы робот возвращается в точку нача-
ла движения. Для корректировки положе-
ния и возврата на траекторию использует-
ся система позиционирования.  

На рис. 2 представлена кинемати-
ческая схема объекта управления. За его 
основу взята дифференциальная схема 
приводной системы [7, 10]. 

 
Рис. 2. Кинематическая схема трехколесной роботизированной платформы 

Fig. 2. Kinematic diagram of a three-wheeled robotic platform 
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На схеме представлены следующие 

обозначения: С – центр масс робота; 
ωл., ωп. – угловые скорости левого и пра-
вого колес соответственно; ϑл., ϑп. – ли-
нейные скорости левого и правого колес 
соответственно; A – центр оси вращения 
колес, начало координат собственной си-
стемы координат x1 и y1; α – угол откло-
нения собственной оси x1 от оси Х инер-
циальной системы координат; VА – век-
тор скорости точки А; R – радиус колеса; 

d – смещение центра масс робота от цен-
тра оси вращения колес. 

В качестве основной стратегии уп-
равления рассматривается алгоритм тра-
екторного движения Pure Pursuit [17-21]. 

Работа алгоритма основана на гео-
метрических вычислениях требуемой тра-
ектории движения устройства к мгновен-
ным целевым точкам по их имеющимся 
координатам. Схема определения пара-
метров движения трехколесного робота 
представлена на рис. 3. 

 
Рис. 3. Схема определения параметров движения робота к целевой точке 

Fig. 3. The scheme of determining the parameters of the robot's movement to the target point 

На данной схеме приняты обозна-
чения: О – начальная точка движения; 
xц, yц – координаты мгновенной целевой 
точки; r – радиус дуги; l – длина хорды 
дуги (равна величине Lookahead Distan-
ce); s – смещение радиуса по оси X. Ес-
ли xц. = yц., то d = 0 и xц. = yц.= r.  

В общем случае геометрические ве-
личины рассчитываются по формулам:  

l=ටxц.
2 +yц.

2  ,                               (1) 

r= l2

2∙xц.
=xц.+s,                               (2) 

s=r-xц. .                                          (3) 
Кривизна дуги определяется по 

формуле 

γ= 1
r
= 2∙xц.

l2
 .                               (4) 
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Геометрические операции можно 

свести к следующему набору действий: 
– определение расстояния до мгно-

венной целевой точки (равняется хорде 
дуги);  

– определение кривизны траекто-
рии, которая позволит роботу достичь 
мгновенной целевой точки;  

– построение дуги необходимой 
кривизны, соединяющей текущую точ-
ку и мгновенную целевую.  

После определения всех геометриче-
ских параметров алгоритм позволяет за-
дать максимальную угловую скорость 
движения робота при поворотах (ω୫ୟ୶.), 
а так же требуемую линейную скорость 
(которую алгоритм должен поддержи-
вать на большей части траектории), 
определяемую по формуле 

ϑтреб.=ටϑi
2+2al ,                     (5) 

где ϑ୧ − скорость робота в предыдущей 
точке (равна нулю при начале движе-
ния); a – максимальное ускорение (оп-
ределяется, исходя из требуемой скоро-
сти); ݈ − расстояние до мгновенной це-
левой точки.  

При расчете скорости на поворотах 
учитывается кривизна траектории, по-
этому робот автоматически замедляется 
для избегания заносов и опрокидываний.  

Линейную и угловую скорости ро-
бота можно получить из уравнений: 

ωр.=
ϑтреб.

r
 ; ϑр.=ωр.r.                     (6) 

Работа алгоритма Pure Pursuit со-
стоит из следующих операций:  

– определение текущих координат 
робота;  

– нахождение ближайшей заданной 
путевой точки;  

– нахождение ближайшей мгновен-
ной целевой точки (определяется пара-
метром Lookahead Distance);  

– преобразование глобальных ко-
ординат мгновенной целевой точки в 
локальные координаты робота;  

– расчет кривизны и нахождение 
дуги требуемой траектории движения;  

– вычисление необходимых линей-
ной и угловой скоростей робота, реше-
ние обратной задачи кинематики и 
нахождение значений угловых скоро-
стей ведущих колес, обеспечивающих 
необходимые скоростные параметры;  

– достижение заданной точки;  
– обновление текущих координат 

робота, повторение алгоритма.  
Преимуществами данного алгорит-

ма траекторного движения являются 
простота его реализации, точность ра-
боты и устойчивость к внешним воз-
мущениям (внезапные препятствия на 
пути, неровности местности и т.д.).  

К ключевому недостатку данного 
метода можно отнести отсутствие учета 
в алгоритме конструкционных и дина-
мических параметров робота и его при-
водов, что может приводить к получе-
нию неадекватных значений ускорений 
в элементах робота при моделировании 
из-за необходимости мгновенного из-
менения линейных и угловых скоростей 
корпуса или колес. При практической 
реализации алгоритма данный недоста-
ток практически полностью устраняется 
за счет инерционных процессов, проис-
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ходящих в электроприводах трехколес-
ного робота [10, 17, 20]. 

При рассмотрении систем позицио-
нирования, являющихся ключевым эле-
ментом любого траекторного управле-
ния, для автономных мобильных назем-
ных роботов наиболее проработанными 
и часто используемыми являются сле-
дующие способы навигации: 

– GPS; 

– Система маяков (метод трилате-
рации или триангуляции); 

– SLAM-метод (метод одновремен-
ной локализации и построения (или об-
новления) карты местности; 

– Колесно-инерционная одометрия; 
– Визуальная одометрия. 
Сравнительная характеристика при-

веденных способов навигации пред-
ставлена в табл. 1. 

Табл. 1. Сводная таблица характеристик способов навигации автономных мобильных роботов 

Table 1. Summary table of characteristics of navigation methods for autonomous mobile robots 

 

GPS / 
GPS 

Маяки / 
Light-
houses 

SLAM / 
SLAM 

Колесно-
инерционная 
одометрия / 
Wheel inertia 

odometry 

Виртуальная 
одометрия / 

Virtual  
odometry 

Не накапливает ощибку + + + – – 
Высокая точность на ко-
ротких траекториях 

– +/- +/- + + 

Работа в заранее неопре-
деленной среде 

+ +/- + + + 

Снижение точности при 
работе в помещениях 

+ + – – – 

Органичение размера 
территории работы 

– + +/- – – 

Невосприимчивость к 
проскальзыванию колес 

+ + + – + 

Неободимость наличия 
стаци онарных объектов 

– + +/- – – 

Невосприимчивость к 
изменениям в соеде 

+ + + +/- + 

 
Анализируя каждый из приведенных 

способов, можно выделить два основных, 
наиболее подходящих для задач, стоящих 
перед трехколесным роботом – SLAM и 
позиционирование по системе маяков.  
 

Однако SLAM-метод требует использо-
вания достаточно сложных программ-
ных алгоритмов и дорогостоящего обо-
рудования – лидара, стоимость которо-
го кратно растет с увеличением даль- 
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ности работы его излучателей. Также, 
SLAM-метод требует наличия в рабочей 
зоне тех или иных опорных ориентиров 
(например, забора), которые из-за низ-
кого расположения лидара на корпусе 
робота могут быть пропущены или 
необработанны.  

При сравнении методов Pure Pursuit 
и SLAM (с учетом факторов сложности и 
дороговизны их аппаратной и программ-
ной реализации), можно придти к выво-
ду, что при разработке системы управле-
ния трехколесным роботом, работающем 
на участке с преимущественно статиче-
скими препятствиями, оптимальным бу-
дет использование рассмотренного в ра-
боте метода «чистое преследование». 

 
Результаты и их обсуждение 

С целью моделирования алгоритма 
управления движением мобильного ко-
лесного робота по заданной траектории 
была разработана блок-схема в пакете 
MATLAB\Simulink\Simscape Multibody 
(рис. 5), в которой используются четыре 
основные подсистемы: «Робот» (моде-
лирует динамику движения трехколесно-
го робота); «Электропривод 1,2» (моде-
лируют динамику коллекторных ДПТ); 
«Траектория» (данная подсистема мо-
делирует работу алгоритма Pure Pursuit, 
а также решает прямую и обратную за-
дачи кинематики) [19]. 

 
Рис. 5. Блок-схема математической модели трехколесного робота  

с системой траекторного управления 

Fig. 5. Block diagram of a mathematical model of a three-wheeled robot with  
a trajectory control system 

Для проверки работы программы 
управления был задан массив путевых 
точек  [0,0;2,2;3,4;1,3] (м). Целевая ли-
нейная скорость – 0,3 (м/c).  

Для исследования влияния пара-
метра Lookahead Distance на характер 
движения робота была проведена серия 
численных экспериментов. Исследована  
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работа алгоритма Pure Pursuit при 3-х 
значениях данного параметра: 0,35 м 
(эксперимент I), 1 м (эксперимент II), 
0,1 м (эксперимент III). При исследова-

нии использован один и тот же массив 
путевых точек. 

Результаты моделирования пред-
ставлены на рис. 6-9. 

 

 
Рис. 6. Траектория движения робота по заданным путевым точкам:  

а – Lookahead Distance = 0.35 м; б – Lookahead Distance = 1 м; в – Lookahead Distance = 0.1 м 

Fig. 6. Diagram of the robot's movement along the specified waypoints:  
а – Lookahead Distance = 0.35 м; б – Lookahead Distance = 1 м; в – Lookahead Distance = 0.1 м 

На данном рисунке позициями обо-
значены: 1 – реальная траектория движе-
ния робота; 2 – планируемая траектория 
движения робота; 3 – путевая точка; 4 – 
вектор Lookahead Distance; 5 – мгновен-

ные целевые точки; δ – макс. отклонение 
реальной траектории от планируемой. 

Качественные и количественные ре-
зультаты моделирования представлены 
в табл. 2. 
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Рис. 7. Временные диаграммы линейной и угловой скоростей робота для I эксперимента 

Fig. 7. Time diagrams of linear and angular velocities of the robot I experiment 

 

 
Рис. 8. Графики линейной и угловой скоростей робота в опыте II эксперимента 

Fig. 8. Graphs of linear and angular velocities of the robot in the experiment II experiment 

 

 
Рис. 9. Графики линейной и угловой скоростей робота в III эксперименте 

Fig. 9. Graphs of linear and angular velocities work in the III experiment 
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Таблица 2. Основные результаты моделирования и исследования 

Table 2. Main results of modeling and research 

№ экспери-
мента / 

Experiment 
No. 

Lookahead 
Distance, 

м 

Время прохожде-
ния траектории, с 
/ Trajectory travel 

time, s 

Средняя ско-
рость движения, 

м/c / Average 
speed of move-

ment, m/s 

Максимальное отклоне-
ние от планируемой тра-
ектории δ, м / Maximum 
deviation from the planned 

trajectory, δ, m 
I 0,35 35 0,27 0,4 
II 1 34 0,28 0,3 
III 0,1 более 40 0,23 0,6 

 

Согласно результатам моделирова-
ния, результаты можно охарактеризо-
вать следующим образом: в I экспери-
менте – пересечение всех путевых то-
чек, лишь 1 «избыточный» поворот и 
изгиб траектории; в II эксперименте – 
самая плавная траектория, робот не до-
стигает путевых точек, из-за чего траек-
тория искажается; в III эксперименте – 
путевые точки достигаются, но имеются 
«избыточные» повороты и изгибы траек-
тории; скорость робота сильно падает.  

Анализируя графики кинематиче-
ских характеристик, можно сделать вы-

вод, что из всех трех коэффициентов 
Lookahead Distance наиболее оптималь-
ной по соотношению точность движе-
ния/скорость движения/время движения 
является величина 0.35м.  

Также была создана математическая 
модель работы УЗ-дальномера, с помо-
щью которого определяются расстояние 
до препятствия и угол отклонения поло-
жения препятствия от вектора Lookahead 
Distance (который сонаправлен с осью Х 
системы координат робота). Результаты 
работы данной подсистемы представле-
ны на рис. 10 и 11.  

 
Рис. 10. Траектория движения робота по заданным путевым точкам (с учетом наличия препятствий) 

Fig. 10. The trajectory of the robot along the specified waypoints (taking into account  
the presence of obstacles) 
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На рис. 10: 1 – реальная траектория 

движения робота, 2 – планируемая тра-
ектория движения робота, 3 – путевая 
точка, 4 – вектор Lookahead Distance,  

5 – мгновенные целевые точки, 6 – раз-
личные препятствия, 7 – угол обзора 
УЗ-дальномера  

 
Рис. 11. Определение расстояния и угла отклонения до препятствия 

Fig. 11. Determination of the distance and angle of deviation to the obstacle 

Выводы 

Предложенный в работе Pure Pursuit-
метод может быть использован для осу-
ществления траекторного управления ко-
лесных мобильных роботов. Метод прост 
в реализации, не требует сложных мате-
матических расчетов и обеспечивает удо-
влетворительные качественные и количе-
ственные характеристики управления дви-
жением. 

 
В результате проведенного исследо-

вания были обнаружены и подтверждены 
основные закономерности влияния пара-
метра Lookahead Distance алгоритма тра-
екторного движения Pure Pursuit на харак-
тер движения управляемого робота. Пока-
зано, что выбор величины данного пара-
метра должен обосновываться задачами 
управления и условиями работы робота.  
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