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ОБРАТНАЯ НАЧАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ПРИ ПОСТОЯННОЙ ВНЕШНЕЙ НАГРУЗКЕ 

Представлена модель измерений второй производной преобразуемой функции для преобразова-

тельно-вычислительной обратной начальной задачи при постоянной внешней нагрузке с оптимизацией 

неопределенности результатов измерений. Оптимизация при низкой точности задания интервала внеш-

ней нагрузки достигается регуляризацией распределения измерительных преобразователей. Получены 

решения задачи экспериментально-расчетного определения опорного момента консольной балки, в том 

числе с оптимальным выбором координат отсчетов и параметров преобразования отсчетов при 

недостаточной точности задания длины консольной балки. Для инженерного расчета получены формулы 

для оценки погрешности определения опорного момента консольной балки при заданной погрешности 

измерительных преобразователей. 
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*** 

Введение 

В последние годы значительное вни-

мание уделяется построению измеритель-

ных систем мониторинга состояния слож-

ных технических объектов [1, 2]. Опти-

мальное размещение измерительных пре-

образователей является неотъемлемой со-

ставляющей в развитии эффективного 

структурного мониторинга строительных 

конструкций [3]. Исследуются варианты 

расположения опорных точек измерения 

вдоль оси пролета конструкции [4]. Ис-

следуется также расположение измери-

тельного преобразователя на балке [5, 6]. 

В технических приложениях по сигналам 

измерительных преобразователей реше-

нием обратной задачи вычисляют неиз-

меряемые входные данные расчетной 

схемы, уточняют начальные условия, до-

пускающие их зависимость от внешней 

нагрузки [7, 8]. Эффективным инстру-

ментом повышения точности решения 

обратных задач контроля непосредствен-

но неизмеряемых характеристик объекта 

является аппарат редукции измерений. 

Достоинства применения таких методов 

изложены в [7, 9]. Пример процедуры 

решения обратной задачи строительной 

механики с измерением кривизны балки и 

последующим вычислением характери-

стик балки, в частности изгибающих мо-

ментов, действующих в балке, дан в [10]. 

Авторы отметили низкую точность опре-

деления кривизны вблизи концов балки 

методом полиномиального приближения 

с использованием измерительной агрега-

ции шести измерительных преобразова-

телей. Изучается совместное применение 

в информационно-измерительной систе-

ме (ИИС) полиномиальных методов ла-

гранжевой аппроксимации второй произ-

водной функции прогиба и редукции из-

мерений при экспериментально-расчет-

ном определении деформативных харак-

теристик элементов строительных кон-

струкций [11]. Редукция измерений поз-

волила определять опорный изгибающий 

момент консольной прямоосной упруго-

изгибаемой балки, нагруженной изгиба-

ющим моментом, если не заданы началь-

ные условия задачи. Определение изги-

бающего момента балки реализовано ла-

гранжевой аппроксимацией второй про-

изводной функции прогиба при дискрети-
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зации измеряемых прогибов в отсчетных 

точках и численном дифференцировании 

в ИИС. Оптимизация величины неопре-

деленности решения задачи со ступенча-

той нагрузкой при низкой точности зада-

ния интервала решения достигается уве-

личением числа измерительных преобра-

зователей и регуляризацией их распреде-

ления [12]. 

Цель данной работы – совершенство-

вание метода экспериментально-расчет-

ного определения начального параметра в 

обратной начальной задаче при постоян-

ной внешней нагрузке при низкой точно-

сти задания интервала внешней нагрузки. 

При этом должны быть достигнуты пре-

дельные оптимальные соотношения в аг-

регации измерительных преобразовате-

лей по классу преобразования, а также 

количеству и размещению преобразова-

телей на объекте.  

 

1. Учет величины неопределенности 

задания замкнутого интервала  

с распределенной внешней нагрузкой  

при одном отсчете преобразуемой  

функции 

При восстановлении непосредствен-

но не измеряемой целевой характеристи-

ки элемента строительной конструкции 

рассматриваем начальную задачу, пред-

ставляемую функцией 

IV q
y (х)

EI
,                                    (1) 

где q  интенсивность распределенной 

внешней нагрузки на ограниченном за-

мкнутом интервале [0, l] длиной l; 

 EI  жесткость поперечного сечения 

балки на изгиб. 

Разберем задачу (1) в отсутствии 

ступенчатой внешней нагрузки на диф-

ференциальные уравнения второго и тре-

тьего порядка, сходные с уравнением (1). 

Тогда задача (1) сводится к задаче 
2

2y (1 x l) ,                              (2) 

где 2  подлежащая определению функ-

ция, решение обратной начальной задачи, 

начальный параметр преобразуемой функ-

ции y(x). 

Задаем функцию y(x) конечным зна-

чением (отсчетом) y
*
(x1) на частичном 

интервале [a, b] интервала [0, l]. Здесь и 

далее надстрочный индекс 

 учитывает на 

неопределенность измерения или вычис-

ления значения функции. Рассматриваем 

технически реализуемые задачи, когда 

для учета принципа Сен-Венана измери-

тельные преобразователи размещают вне 

зоны закрепления балки, тогда интервал 

[a, b] в частности по [7] имеет вид 

0,05l = a  x  b = 0,95l. 

Задача (2) для балки Бернулли имеет 

частные решения [13] 
2

i
i 0 1 i 2 i

x
y(x ) x K

2
,            (3) 

где 0, 1  начальные параметры функ-

ции y(x) (0  осадка опоры, 1  угол по-

ворота опорного сечения опоры); 
2 2

i i iK 1 2x 3l x 6l . 

Начальные условия решения (3) 

имеют вид y0 = 0, 0 1y ,  0 2y  

0M EI , где M0  опорный изгибающий 

момент (M0 =  ql
2
/2).  

Обратная начальная задача 2  

2

1 0 1 1 1 12(y (x ) x ) K x  при одном 

отсчете y

(x1) имеет абсолютную меру 

структурной неопределенности  

 
 

1

2

2
minmin

xy
v

m

m

y






,                (4) 

равную 4,3/l
2
 при оптимальном x1 = 0,95l, 

относительная мера структурной неопре-

деленности 
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2

2
minmin                        (5) 

равна единице. В формулах (4), (5) и да-

лее символы m и m при функции озна-

чают верхние границы соответственно 

абсолютного и относительного значения 

неопределенности функции; y – значение 

приведенной неопределенности измере-

ния y(x) (сигнала канала связи совместно 

с измерительным преобразователем). 

При анализе влияния параметра l 

учитываем соотношения, 
2 2

1 1 1 1 1K K K 1 2x 3l x 6l ,  

m ll l max l l l l l ,  

222222
max  

m
 и 

систему уравнений:  

1 0 1 1
2 2

1 1

m 2 m 2
2l m 2

l 2

y(x ) x
2 ,

K x

(v ) , .

           (6) 

Заменяем частные приращения на 

частные дифференциалы в сложной 

функции 2 = f (y, l, …) в системе уравне-

ний (6), находим ее полную производную 

по l, получаем абсолютное число струк-

турной неопределенности задачи по l 

1 1 2m 2
2l 2 l 2

m 1

(2 x l)x
(v ) ( )

l 3l K
 

и относительное число  

1 1m 2 m
2l

2 1

(2 x l)xl
(v )

l 3lK
. 

Для x1 = 0,95l абсолютное число 

структурной неопределенности задачи по 

l равно 0,64 2/l, относительное число 

равно 0,64. В вычислительном экспери-

менте при исходных данных l = 1,2 м,  

0 = 0,003 м, 1 = 0,002 рад, 2 = 0,9 м
 1

,  

y = 1%, неопределенность условий сило-

введения l = 2% получены результаты: 

(v)2l = 0,69/l
2
, (v)2l = 0,63, 2l = 1,3%, 

может быть достигнута приведенная не-

определенности определения опорного 

момента 2 = 2,3%.  

 

2. Учет величины неопределенности  

задания замкнутого интервала при  

двух отсчетах преобразуемой функции 

При низкой точности задания пара-

метра l рассматриваем задачу с извест-

ными значениями начальных параметров 

0 и 1, включаем l в число независимых 

переменных. Тогда двух значений y(x1) и 

y(x2) достаточно для определения значе-

ния 
2
. Относительно l функция 

2
 с 

учетом соотношений (6) не является мно-

гочленом, что не позволяет применить ла-

гранжеву одномерную аппроксимацию 

первой степени, выбор оптимальных узлов 

аппроксимации в точках чебышевского 

альтернанса, например по [12] или [14]. 

Вместе с непосредственно не изме-

ряемой целевой характеристикой объекта 

2, связанной с M0, в значения отсчетов 

y
*
(xi) прогиба преобразуется и совокуп-

ность других аргументов, характеризую-

щих влияющие величины, в том числе 

относящиеся к внешней среде. Редукцией 

измерений получаем приближение к 

функции 2 – функцию 2
*
 с минималь-

ным значением ее неопределенности. 
 

2.1. Модель измерений начального па-

раметра 2 преобразуемой функции y(x): 

2

2 0 1 2 1

2

1 0 1 1 2

2 2 2

2 1 2 1 2 1

2

y (x ) x x
,

y (x ) x x

(x x ) (x x ) x x
l ,

3(1 ) 9(1 ) 6(1 )

, (7) 

2

2 2
2 2 2 2

2 0 1 2
2 2

2 2

2x x
K K K 1 ,

3l 6l

y (x ) x
2 .

K x
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Второе уравнение в системе (7) есть 

результат решения системы из первого 

уравнения в (7) и уравнения 
2 1K K . 

Последовательность формул в их за-

писи в модели (7) есть алгоритм вычис-

ления значения 

2

 по измеренным зна-

чениям y
*
(x1) и y

*
(x2) в предварительно 

выбранных точках x1 и x2. 

 

2.2. Меры структурной неопределен-

ности задачи. 

Рассматриваем 
2
 как сложную функ-

цию, находим частные производные 

функций (7). Заменяем дифференциалы 

искомой сложной функции 
2
 = f ((y(x1), 

y(x2)) и ее аргументов в системе (7) при-

ращениями, получаем: 
2

2 i i2
i 1

1
A y(x )

l
, 

где 
2

2
1 2 y1

2 2

2 (2 x l)
A ( ) l

3K x
; 

22

2 2
2 2 y2 2 2

2 2 2 1

2 (2 x l)x2l
A ( ) l

K x 3K x
; 

2 1

2

x x
l (1 B C)

3(1 )
; 

2 1 2 12(x x ) x x
B

3(1 ) 2
; 

2 2 2

2 1 2 1

2

(x x ) x x
C 2

9(1 ) 6(1 )
. 

Следовательно, формула расчета зна-

чения верхней границы абсолютной не-

определенности определения 2 по двум 

отсчетным точкам имеет вид: 
2

m 2 i m i2
i 1

1
A y(x )

l
.             (8) 

Отсчеты y
*
(xi) могут выполняться в 

классах p- и pi-преобразования, опреде-

ления которых даны, например в [7]. При 

p-преобразовании для верхней границы 

абсолютной неопределенности измерения 

отсчетов y
*
(xi) выполняется соотношение  

m i y py(x ) y ,                                (9) 

где yp – верхняя граница supy
*
(xi) на 

компактном наборе вещественных чисел 

{y
*
(x1), y

*
(x2)}. При pi-преобразовании 

выполняется соотношение 

m i y iy(x ) y(x )   .                       (10) 

Рассматриваем процедуру использо-

вания редукции измерений в терминах и 

обозначениях предлагаемой методики. В 

качестве критериев оценивания эффек-

тивности решения задачи редукции изме-

рений используем абсолютное  и отно-

сительное v число обусловленности за-

дачи редукции по соотношениям: 

m 2 m iv sup y(x ) ,                 (11) 

m2  v y.                                    (12) 

Предельные оптимальные соотноше-

ния в агрегации измерительных преобра-

зователей достигаются регуляризацией 

агрегации с получением минимального 

числа обусловленности задачи редукции 

измерений – меры структурной неопре-

деленности решения задачи. 

Регуляризация состоит в выборе 

класса преобразования измерительных 

преобразователей и сигнала канала связи 

в ИИС, а также координат размещения 

измерительных преобразователей на ин-

тервале [a, b]. 

 

2.3. Выбор оптимальных координат 

точек x1 и x2 размещения измерительных 

преобразователей с p-преобразованием. 

Вводим обозначение безразмерных 

координат i = xi /l.  

Утверждение 1. Пусть на интервале 

[a, b] два отсчета функции (3) выполня-

ются p-преобразованием, причем yp = 

|y(x2)|. Тогда абсолютное число обуслов-
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ленности задачи определения 2 предста-

вимо функцией 
2

i2
i 1

1
v A

l
,                              (13) 

принимающей наименьшее значение при 

распределении координат  

1 = 0,49, 2 = 0,95.                         (14) 

Доказательство. Разрешив систему 

уравнений (8), (9), (11) и yp = |y(x2)| полу-

чаем абсолютное число обусловленности 

задачи по формуле (13). Регуляризируем 

задачу с абсолютным числом обусловлен-

ности (13) численным методом. Функция 

(13) принимает наименьшее значение 21/l
2
 

 абсолютную меру обусловленности зада-

чи при распределении координат (14). 

Утверждение 2. Пусть на интервале 

[a, b] два отсчета функции (3) выполня-

ются p-преобразованием, причем yp =  

= |y(x2)|. Тогда относительное число обу-

словленности задачи определения 2 

представимо функцией 
2 2

2 2
i2

i 1

K x
v A

2l
,                          (15) 

принимающей наименьшее значение при 

распределении координат 

1 = 0,49, 2 = 0,91.                        (16) 

Замечание 1. Утверждение 2 доказы-

вается методом доказательства утвер-

ждения 1. 

У задачи при (16) относительная ме-

ра структурной погрешности равна 7,03 

(рис.). Без регуляризации, например, при 

0,125  1  0,850 относительное число 

обусловленности задачи превышает зна-

чение 35. 
 

2.4. Выбор оптимальных координат 

точек x1 и x2 размещения измерительных 

преобразователей с pi-преобразованием. 

 

Утверждение 3. Пусть на интервале 

[a, b] два отсчета функции (3) выполня-

ются pi-преобразованием. Тогда абсо-

лютное число обусловленности задачи 

определения 2 представимо функцией 
2

2 2 2

i i i 2 2

i 1

v A K x K x l , принимающей 

наименьшее значение при распределении 

координат 

1 = 0,05, 2 = 0,95.                         (17) 

Регуляризируем задачу численным 

методом. Абсолютная мера структурной 

погрешности задачи  14,7/l
2
. 

 

Рис. Зависимость числа обусловленности  

от координаты первого отсчета:  

1 – по уравнению (15)%; 2 – по уравнению (18) 

Утверждение 4. Пусть на интервале 

[a, b] два отсчета функции (3) выполня-

ются pi-преобразованием. Тогда относи-

тельное число обусловленности задачи 

определения 2 представимо функцией 
2

2

i i i2
i 1

1
v A K x

2l
,                     (18) 

принимающей наименьшее значение при 

распределении координат (17). 

Результат регуляризации – относи-

тельная мера структурной погрешности 

1,1 (см. рис.). При 0,75  1 относитель-

ная мера превышает значение 10. 
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Обсуждение результатов и выводы 

Область применения результатов ис-

следования – методы аппроксимации в 

ИИС непосредственно не измеряемой ха-

рактеристики объекта. Использование ре-

дукции измерений минимизирует числа 

обусловленности задачи. Оптимизация 

при низкой точности задания интервала 

задания решения достигается регуляриза-

цией распределения измерительных пре-

образователей. Достигнуты предельные 

оптимальные соотношения в преобразо-

вательной агрегации по классу преобра-

зования, количеству и размещению изме-

рительных преобразователей на измеряе-

мом объекте – размещению одного, двух 

преобразователей с разными преобразо-

ваниями. При проектировании ИИС с 

низкой точностью задания интервала 

внешней нагрузки в зависимости от тре-

буемого уровня неопределённости опре-

деления искомой функции следует при-

нимать решение о применении одного 

измерительного преобразователя или для 

понижения значения минимального числа 

обусловленности задачи использовать бо-

лее сложную в реализации аппроксимацию 

с pi-преобразованием двух отсчётов. 
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INVERSE INITIAL PROBLEM AT A CONSTANT EXTERNAL LOAD 

The article presents a model of measuring the second derivative of the transformed function for transforming 

computational inverse initial problem at a constant external load with optimization of the uncertainty of measurement 

results. Optimization, when the accuracy of the external load interval is low, is achieved by the regularization of in-

strument transducers distribution. The solutions of the problem for experimental and computational determination of 

the cantilever beam support moment, including the optimal choice of coordinate references and reference transfor-

mation parameters when the cantilever beam length is not specified precisely. For engineering calculation, the formu-

las for estimating the accuracy of the cantilever beam support moment determination at a given error of instrument 

transducers are obtained. 
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ВЛИЯНИЕ СВОЙСТВ ДАННЫХ ДИСТАНЦИОННОГО ЗОНДИРОВАНИЯ ЗЕМЛИ  

И ПАРАМЕТРОВ ИХ ТРАНСФОРМИРОВАНИЯ НА ВРЕМЯ ПОСТРОЕНИЯ 

РЕЗУЛЬТИРУЮЩЕГО ИЗОБРАЖЕНИЯ МЕСТНОСТИ 

В данной статье приведены и описаны экспериментальные исследования влияния свойств данных 

дистанционного зондирования Земли и параметров их трансформирования на время построения 

результирующего изображения. Проведение подобного рода исследований обусловлено необходимостью 

повышения производительности цифровых фотограмметрических станций в области трансформиро-

вания космических изображений местности. Из множества свойств исходных данных дистанционного 

зондирования выделены такие свойства, как формат хранения исходных растровых данных и их 

внутренняя структура. Аналогично для соответствующих трансформированных изображений местно-

сти также выделены их формат и внутренняя структура растровых данных. Среди множества 

используемых методов и параметров трансформирования изображений местности выделены типы 

полиномов трансформации и алгоритмов сглаживания. Рассмотрены такие параметры аппаратной 

платформы, как тип дискового массива и размер кластера файловой системы. Авторами введены 
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