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Резюме 

Целью исследования является исследование изменения напряженно-деформированного состояния конструк-
ций пологих оболочек на упругом основании при изменении его прочностных характеристик. 
Методы. Методом Бубнова-Галеркина решается система дифференциальных уравнений состояния пологих 
оболочек на упругом основании с учетом геометрической нелинейности работы материала конструкции. 
Аппроксимирующая функция позволяет моделировать различные условия опирания конструкции на основание. 
Результаты. В аналитическом виде получены выражения для определения напряжений и критической 
нагрузки в изотропных пологих оболочках, покоящихся на упругом основании с учетом геометрической не-
линейности работы конструкции. Прочностные характеристики основания заданы функцией, что позволяет 
моделировать различные грунты и их распределение под подошвой конструкции. Приведены графики воз-
можного распределения коэффициента, характеризующего быстроту затухания осадок в глубине основания 
под подошвой фундамента. Показано несколько вариантов резкого уменьшения прочностных характеристик 
основания под частью конструкции. Приведены зависимости критической нагрузки для пологой оболочки 
от изменения форм и величин участков упругого основания с пониженными прочностными характе-
ристиками. Показаны сравнительные графики напряжений и критической нагрузки для конструкций 
фундаментов зданий и сооружений в виде плит и пологих оболочек на упругом основании.  
Заключение. Приведенные аналитические уравнения для определения напряжений и критической нагрузки 
позволяют проектировать и исследовать фундаменты зданий и сооружений в виде плит и пологих оболочек 
на упругом основании. Показанные зависимости помогают подобрать рациональные геометрические 
характеристики конструкций, позволяющие сохранить несущую способность при изменении прочностных 
характеристик основания под частью конструкции. 

 
Ключевые слова: упругое основание; фундамент; пологая оболочка; критическая нагрузка; простран-
ственные конструкции. 
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Abstract 

Purpose of research. Changes in the stress-strain state of structures of shallow shells on an elastic foundation with 
a change in its strength characteristics investigation.  
Methods. To solve a system of differential equations of state for shallow shells in an elastic state the Bubnov-
Galerkin method is used. Geometric non-linearity of work material of construction is taken into account. The 
approximating function allows you to simulate various conditions for supporting a structure on a foundation.  
Results. Expressions are obtained for determining the stresses and critical load in isotropic shallow shells resting on 
an elastic foundation in analytical form. The geometric nonlinearity of the structure taking into account. The strength 
characteristics of the base are given by a function, which allows modeling various soils and their distribution under 
the base of the structure. Graphs of the possible distribution of the coefficient characterizing the rate of sediment 
attenuation in the depth of the foundation under the base of the foundation are given. Several variants of a sharp 
decrease in the strength characteristics of the base under a part of the structure are showт. Dependences of the 
critical load for a shallow shell on the shapes and sizes of sections of the elastic foundation with reduced strength 
characteristics are given. Comparative graphs of stresses and critical load are shown for the foundation structures of 
buildings and structures in the form of slabs and shallow shells on an elastic foundation.  
Conclusion. Analytical equations for stresses and critical loads determining make it possible to design and 
investigation the foundations of buildings and structures in the form of slabs and shallow shells on an elastic 
foundation. The dependencies lets to select rational geometric characteristics of structures, allowing maintaining the 
bearing capacity when changing the strength characteristics of the base under a part of the structure. 
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Введение 

Фундаменты в виде сплошных мо-
нолитных плит применяются при отно-
сительно слабых, водонасыщенных 
грунтах и значительных нагрузках на 
основание. При этом может произойти 

частичное ухудшение несущей способ-
ности грунта основания под зданием 
или сооружением, что влечет за собой 
разрушение вышестоящих конструкций 
даже при использовании сплошного 
фундамента (рис.1).  

 

    
Рис. 1. Примеры последствий изменения несущей способности грунта под частью здания и 

сооружения 

Fig. 1. Examples of the consequences of subsidence of soil under a part of a building and structure 

 
Эти негативные процессы могут 

быть учтены на стадии проектирования 
путем внесения дополнительных коэф-
фициентов или расчета на запроектные 
воздействия. Однако это неизменно при-
ведет к увеличению стоимости кон-
струкции и увеличению её веса.  

Альтернативным путем является ра-
ционализация напряженно-деформиро-
ванного состояния конструкции за счет 
изменения формы – придание неболь-
шой стрелы подъема, т.е. использования 
в качестве фундаментов зданий и со-
оружений пологих оболочек на упругом 
основании. 

В настоящее время исследование 
фундаментов в виде плит и пологих 
оболочек на упругом основании пред-
ставлено большим количеством авто-
ров, работающих в разных странах. 
Наиболее интересны в рамках проводи-
мого исследования работы, посвящен-
ные изменению прочности и устойчи-
вости конструкций [1-5] при варьирова-
нии различных параметров. Известны 
работы по изучению колебаний плит-
ных конструкций на упругом основании 
[6-9], в том числе при учете геометри-
ческой нелинейности работы тонкой 
конструкции [10,11]. Проводятся иссле- 
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дования конструкций из ортотропных 
материалов [12-14] и многослойных со-
ставных конструкций [15], что позволя-
ет моделировать работу железобетон-
ных фундаментов с различным армиро-
ванием. 

При проведении современных рас-
четов и исследований в большинстве 
случаев используются программные 
комплексы, реализующие численные 
методы [16,17]. Однако в решении не-
которых задач проектирования, а осо-
бенно синтеза и оптимизации кон-
струкций более точные результаты 
можно получить с использованием чис-
ленных методов прямого вариационно-
го исчисления [18]. 

При использовании существующих 
методик исследования напряженно-де-
формированного состояния пологих обо-
лочек на упругом основании возникают 
сложности с учетом изменения прочност-
ных характеристик грунта под частью ос-
нования. Следовательно, есть необходи-
мость в развитии таких методик. 

Материалы и методы 

Для расчета фундамента в виде 
плиты или пологой оболочки на прямо-
угольном плане, находящейся на упру-
гом основании (рис.1) с произвольным 
видом опирания и соотношением сто-
рон, загруженного вертикальной рав-
номерно распределенной нагрузкой, 
воспользуемся системой уравнений (1). 
Величины прогибов соизмеримы с тол-
щиной конструкции, которая мала по 
сравнению с размерами в плане. Запи-

шем уравнение (1) так, чтобы оно учи-
тывало геометрическую нелинейность 
работы конструкции [19, 20]:  

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

1
Eh

∇2∇2φ+ky
∂2w
∂x2 +kx

∂2w
∂y2 -2kxy

∂2w
∂x∂y

+            

+ ∂2w
∂x2

∂2w
∂y2 - ൬ ∂2w

∂x∂y
൰

2
=0;                                 

D∇2∇2w- ∂2φ
∂y2 ൬kx+ ∂2w

∂x2 ൰ - ∂2φ
∂x2 ൫ky + ∂2w

∂y2 ൰ +     

+2 ∂2φ
∂x∂y

൬kxy + ∂2w
∂x∂y

൰ = Z+2t∇2w-kw,            

(1) 

где φ, w, Z – соответственно функции 
напряжений, прогибов и нагрузки; k – 
параметр, характеризующий работу 
упругого основания на сжатие; t – па-
раметр, характеризующий работу упру-
гого основания на сдвиг. 

Параметры работы упругого осно-
вания запишем в виде: 

k= Eосн
1-νосн

න Ψ'2
H

0
dz,           (2) 

t= Eосн
4(1-νосн)

ධ Ψ2H

0
dz.           (3) 

Входящие в выражения для опре-
деления характеристик работы упругого 
основания на сдвиг и на сжатие неиз-
вестные могут быть определены из со-
отношений:  

Еосн= Es
1-νs

,             (4) 

νосн= νs
1-νs

,                        (5) 

где Еs и νs – соответственно модуль 
упругости и коэффициент Пуассона ос-
нования (рис. 2); Ψ(z) – функция попе-
речного распределения перемещений; Н – 
толщина основания, участвующего в 
работе. 

Модуль упругости основания из 
некоторого количества слоев грунта с 
различными деформативными и проч-
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ностными характеристиками может 
быть получен последовательным при-
ведением двуслойной системы к одно-
слойной. 

Функция поперечного распределе-
ния перемещений задана в виде: 

Ψ(z)=
shγH-z

a

shγH
a

,           (6) 

где γ – коэффициент, характеризующий 
быстроту затухания осадок в глубине 
основания. 

 
Рис. 2. Расчетная модель фундамента в виде пологой оболочки  

Fig. 2. Foundation model in the form of a shallow shell  

 
Коэффициент γ может быть пред-

ставлен в виде функции, задающей раз-
личную скорость затухания осадок под 
подошвой фундамента. Например, мо-
жет быть использована функция вида: 

γ(x,y)=γmin ൬1+s ቀ(x+m)
a

ቁ
2η

൰ ൬1+l ቀ(y+n)
b

ቁ
2θ

൰ ,(7) 

где γmin – минимальное значение коэф-
фициента, характеризующего быстроту 
затухания осадок в глубине основания 
под подошвой фундамента; s, m, l, n, η, 
θ – коэффициенты, характеризующие 
форму изменения коэффициента,  ха-
рактеризующего быстроту затухания 
осадок в глубине основания под подош-
вой фундамента. 

Варьирование коэффициентов s, m, 
l, n, η, θ позволяет задавать большое ко-

личество вариантов распределения от-
пора (формы и значений) под подошвой 
фундамента. 

Рассмотрим случай, когда свойства 
грунта меняются под частью конструк-
ции. В том числе, когда его значение 
стремится к нулю. Используя выраже-
ние (7), смоделируем несколько вариан-
тов (рис. 3).  

Напряжения в любой точке оболоч-
ки можно определить по четвертой ги-
потезе прочности при помощи метода 
Бубнова-Галеркина с применением ба-
лочных функций В.З. Власова [21]:  

σഥ=ට1
2

[(σ1തതത-σ2തതത)2+(σ3തതത-σ2തതത)2+(σ2തതത-σ1തതത)2],   (8) 

где напряжения вдоль оси x (см. рис. 2): 

t

q(x,y)

z

x

E  vS S
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σ1തതത= ቚ6
t̅ DഥBഥ ቀ ∂2

∂x2 ZxZy + ν ∂2

∂y2 ZyZxቁቚ +

+ ቚAഥ ∂2

∂y2 ZyZxt̅ቚ +                                   

+ ቚ g
t̅2 DഥBഥ ቀ ∂3

∂x3 ZxZy + ∂
∂x

Zx
∂2

∂y2 Zyቁቚ ,

         (9) 

– напряжения вдоль оси y (см. рис. 2): 

σ2ഥ = ቚ6
t ̅
DഥBഥ ൬ν ∂2

∂x2 ZxZy + ∂2

∂y2 ZyZx൰ฬ +

+ ฬAഥ ∂2

∂x2 ZxZytฬ̅ +                                   

+ ቚg
t2̅

DഥBഥ ൬ ∂3

∂y3 ZyZx + ∂
∂y

Zy
∂2

∂x2 Zx൰ฬ .

    (10)  

– напряжения вдоль оси z (см. рис. 2): 

σ3ഥ = ቚ6
t ̅

(1-ν)DഥBഥ ∂
∂x

Zx
∂
∂y

Zyቚ +            

   + ቚAഥ ∂
∂x

Zx
∂

∂н
Zytቚ̅.        (11) 

Безразмерный коэффициент цилин-
дрической жесткости: 

Dഥ= D
Eh3,  D= Eh3

12൫1-ν2൯
.        (12) 

Неизвестные метода Бубнова-Галер-
кина, входящие в выражения для опре-
деления напряжений: 

Aഥ= A⋅a2

Ef5 ,  Bഥ= B⋅a2

f2 ,        (13) 

 

A=- 1
J1

൫BJ2+B2J3),                   (14) 

B=
1

6C1
൫36C3C2C1+108qC1

2-8C2
3+  

+12√3(4C3
3C1-C3

2C2
2+18C3C2C1q+  

+27q2C1
2- 4qC2

3൯
1 2⁄

C1ቁ
1 3⁄

-                      

-
2
3

൫3C3C1-C2
2൯/(C1(36C3C2C1+108qC1

2-

-8C2
3++12√3(4C3

3C1-C3
2C2

2++18C3C2C1q

         

+27q2C1
2- 4qC2

3൯
1 2⁄

C1ቁ
1 3⁄

--
1
3

C2

C3
൰ .          (15) 

        Безразмерная стрела подъема и тол-
щина конструкции заданы соответст-
венно выражениями: 

g=
f
a  ,      t=̅

h
f .                                       (16) 

 

Коэффициенты, входящие в урав-
нения для определения неизвестных ме-
тода Бубнова-Галеркина: 

         С1=2Eh J3
2

J1J4
, С2=3E J3J2

J1J4
,  

С3=D J1
2

J1J4
+Eh J2

2

J1J5
.        (17) 

 

 
Рис. 3. Форма распределения коэффициента, характеризующего быстроту  

затухания осадок в глубине основания под подошвой части фундамента  

Fig. 3. Distribution of values of the attenuation coefficient of settlement under the sole  
of the foundation part 
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J1= න ∫ (∇2∇2wഥ)wഥdxdyb
-b

a

-a
,                          (18) 

J2= ඲ න ൬∂2F
∂y2

∂2wഥ
∂x2 + ∂2F

∂x2
∂2wഥ
∂y2

b

-b
-

a

-a

2 ∂2F
∂x∂y

∂2wഥ
∂x∂y

൰ wഥdxd,(19) 

J3= න ∫ (Δwഥ)wഥdxdyb
-b

a

-a
,                                (20) 

J4= න ∫ Zwഥdxdyb
-b

a

-a
,                     (21) 

J5= න ∫ (2t∇2wഥ-kwഥ)wഥdxdyb
-b

a

-a
.                     (22) 

В соотношениях (1-16) приняты 
следующие обозначения: 

h – постоянная вдоль образующей 
толщина конструкции фундамента; 

E – модуль упругости материала 
конструкции фундамента; 

ν – коэффициент Пуассона матери-
ала конструкции; 

F=F(x,y) – функция срединной по-
верхности, которую можно представить 
в виде поверхности переноса [20]; 

A, B – неизвестные, используемые 
при применении метода Бубнова-Га-
леркина, 

Zx, Zy – балочные функции В.З. Вла-
сова. 

При проектировании зданий и со-
оружений зачастую встречаются фун-
даменты, толщина которых значительно 
меньше размеров в плане, поэтому воз-
никает необходимость проверки кон-
струкции на устойчивость. Для опреде-
ления коэффициента критической 
нагрузки для рассматриваемой кон-
струкции воспользуемся уравнением: 

pcr=
2
27

1
C1

2 ቂ൫C1
2-3C1C3൯

3 2⁄
+ C2 ቀC2

2-9
2

C1C3ቁቃ,(23) 

где коэффициенты C1 – C3 определяют-
ся соотношениями (17). 

Выражения для определения напря-
жений (8) и критической нагрузки (23) 
для конструкций фундаментов в виде по-
логих оболочек могут быть использованы 
как в проектировании, так и в исследова-
нии влияния различных факторов на 
напряженно-деформиро-ванное состоя-
ние конструкций. 

Результаты и их обсуждение 

Предложенная система уравнений, 
описывающих изменение напряженно-
деформированного состояния конструк-
ций фундаментов при изменении несу-
щей способности грунта позволяет про-
водить исследования, оптимизировать 
геометрические параметры конструкции 
исходя из конкретных условий работы. 

Уравнения для определения напря-
жений (8) и критической нагрузки (23) 
содержат функцию срединной поверхно-
сти, изменение которой в значительной 
мере меняет распределение внутренних 
усилий [20] и позволяет подобрать по-
верхность, отвечающую заданным экс-
плуатационным характеристикам.  

Для удобства проведения исследо-
ваний, получения зависимостей, срав-
нения получаемых результатов с дру-
гими методиками и анализа вносимых 
изменений без привязки к конкретным 
размерам, уравнения для определения 
напряжений и критической нагрузки 
представлены в безразмерном виде.  

Использование изменяющейся фор-
мы распределения коэффициента, ха-
рактеризующего быстроту затухания 
осадок в глубине основания под подош-
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вой фундамента (см. рис. 3), позволяет 
управлять величиной отпора грунта в 
целях снижения напряжений и величи-
ны критической нагрузки, а также про-
гнозировать изменение напряженно-де-
формированного состояния конструк-
ции в зависимости от потери несущей 
способности грунта под частью кон-
струкции. 

Проведем исследование изменения 
значения величины критической нагруз-

ки, определяемой выражением (23) в 
зависимости от параметров, входящих в 
выражение для определения коэффици-
ента затухания осадок в глубине осно-
вания (7). 

На рис. 4 представлено изменение 
коэффициента критической нагрузки при 
варьировании параметра m, влияющего 
на распределение коэффициента, харак-
теризующего быстроту затухания оса-
док в глубине.  

 
Рис. 4. График зависимости коэффициента критической нагрузки от параметра m 

Fig. 4. Dependence of the critical load factor on the parameter m 

 

На рис. 5 представлено изменение 
коэффициента критической нагрузки при 
варьировании параметра η (см. (7)), 
влияющего на распределение коэффи-
циента, характеризующего быстроту за-
тухания осадок в глубине. При этом мо-
делируются нулевые прочностные харак-
теристики основания под частью кон-
струкции при η = 2. 

Из графиков можно сделать вывод 
о том, что ухудшение свойств грунта 
даже под небольшой площадью фунда-

мента приводит к значительному сни-
жению критической нагрузки.  

На рис. 6 представлены кривые 
равных значений коэффициента крити-
ческой нагрузки (24) и напряжений (9) 
для плиты и пологой оболочки на упру-
гом основании при уменьшении свойств 
основания под  ̴ 10% площади. В каче-
стве переменных используется относи-
тельная стрела подъёма f/a и относи-
тельная толщина ̅ݐ=h/a. 
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Рис. 5. График зависимости коэффициента критической нагрузки от параметра η 

Fig. 5. Dependence of the critical load factor on the parameter η 

  
Рис. 6. Кривые равных: а – напряжений; б – критических нагрузок 

Fig. 6. Curves of equal: a – stresses; б – critical loads 

Из графиков видно, что при одина-
ковых значениях коэффициента крити-
ческой нагрузки и напряжений может 
быть снижена толщина конструкции. 
Использование в качестве конструкций 
фундаментов пологих оболочек дает 
возможность сэкономить затрачивае-
мый материал и увеличить несущую 
способность при неожиданном измене-
нии прочностных характеристик грунта 
под частью площади.  

Выводы 

Предложенная методика может быть 
использована для определения и иссле-
дования напряженно-деформиро-ванного 
состояния конструкций фундаментов в 
виде пологих оболочек на упругом осно-
вании при изменении прочностных ха-
рактеристик части основания.  Построен-
ные графики зависимости критической 
нагрузки от различных параметров пока-
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зывают значительное уменьшение несу-
щей способности при уменьшении проч-
ностных характеристик грунта под ча-
стью конструкции. Приведенные зависи-
мости иллюстрируют преимущества ис-

пользования фундаментов в виде пологих 
оболочек над плитными в случае умень-
шения несущей способности части грун-
та основания, вызванного различными 
воздействиями. 
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